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ı. Maimsten, de integralibus definitis. | 


1. 


De integralibus quibusdam definitis, 
seriebusque infinitis. 


(Auct. C. J. Malmsten, prof. math, Upsaliens.) 


un 
Dez 


S; cognılarn formulam 


I 


N} u. az U 
7 Baur.de 22 77% 


. ru 


per du rg ze: ab v=0 integremus, habebimus 





E_eT#e cos uz i 
2 2/ - . ds = log (x’+u”) — 2log «, 
- - 


unde, cum sit 


ee 





log = = ee 
0 
obtinebitur 
= 
.  em?— er**.losus 
1. log («’+ u’) = 2/ Pi __ dz. 
0 us 
Multiplicemus jam utrimque per 
07% 
mu gu - du, la<m], 


integratione inter u=0 et u= & instituta, fıt 


v peu FR eu " dz ı gg Ne R eu 
b) 92 
/ au log (a? + u?) du = af. = JS, zu ga (e* — e** Cos uz)du 


r eti— e 





unde beneficio notae formulae*) sequitur 


u an - - ” c!® 
een 2 e: ds | 2e= Sina 
2 2 r 
—— Io (X — 
f ug Au lc (a + u) du V Tang o3 — 


sıve, posıto 





etey, unde z= log — = — dy, 


*) Videas Exerc. de Calc. Integr. par Legendre, Tom. 11. pag. 186. 
Crelle’s Journal f. d, M. Bd. XXXVIIL Heft 1. 4 
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Malmsten. de inteerralibus definitis. 


Ve tee kn dv’Sine__) 
- 7 „lg (zZ Fru)au= _—— anola — eg 
eine og (ru )dı J, f ang za 1 4 2yCosary? 
log — 
%Y 
(a<r). 


Facıle vero demonstrarı potest, si @ in ralione qualibet commensurabili sit 


IMST c% : j : . 
adr,ıidest a = (zn et n numerı integri), integrale in dextero aequalıo- 


nis (2.) membro finite semper per functionem 7' exprimi posse. Nam sit bre- 


ılalıs causa 


m / dy T 2y*Sina 
Jo 1 ( uns x L, u 1 +2yCosa+ y? 


tıllerenlialione respeclu Ipsius @ lacta, procht 





m dd y* Sina. .dy 
u de 2/ 1 2yC 0Sa+y? 
| MT 
In supposilione ver 4 = |. cognıtum est integrale* ) 
CHN-+T +? 
.. i—n—] d.log r(® e.. ——) d. log. "6 2) 
2! y* Sina.dy . ie zn 
/ ur = s(—hetsın a. —— — 
14-2, ( USA-+%Y dx 
ubı zn + 72 nuimeruüus impar est, el 
r „f THN— „[ICH 
a :—=Mn—1) d.log / (" *) d log / (3 
„" Sına.dy : . . " N 
gi — — S(—1)-1 sın ıa U 
Zu r2yÜ 05S4-+-4y” > ) da dx 


ıbı zum + zu» numerus par est; quod quidem in (3.) ductum, suppeditat 


| A ! 


/T = 28S(—1)"! Sın ıa (d. log Ne) —d. log I rG dn 2. 
ı—] 


(m + n = num. ımp.) 


—=Mn—1) 
hr CHN— L IH! 
'T=28s(—1)! Sın va (d log I (- -) — d.log dry )) 


- 
(m + n = num. Cs 


unde, ınlegralione institrita. 


) Legendre Exerc, Tom 11 pag. 163 165 Observamus errorem, qui loco eit. apud 
Legendre »eeurrit, ubi de lormulis. a nobis in textu allatis, dieit, illam valere cum m numerus impar, 
hane vero cum m numerus par est At vero est slatuendam, illam aut hane valere, prout m + n ımpar 
ut par est 


\ 























I.  Maimsten, de ınterralibus definitis. 3 
IHN 
. re) 
T=UÜ+2S(—N Sın 20 log $ — Ä 
ee Dr) (acHi\ | 
=] 37 & \ ' 
(nt n = num. mp. } 
4 
(nf Ern-+ı\| 
ı—=n—] \’ r f 
4 j Y y nn N 
!’=(U+ 28(—1 ye-1 Sın va .log L— — 
m } Bun CN 
1] { 
| [| I) 
(m + n = num. par) 
Hınc ın prımum =} deind x = ponamus ‚ubtrahendo obtnebim 
hoc integrale 
 dy yl-y) 
1° 14+2,Cosa+y“ 
> 0 log we 
Y 
| ‚Strn+!?:\ ri 
—=n—I \ l ( 2 ) ’ ( Fr. Y 
—( \ ı-1 € lo } N en / 
— UOSset aı.8(—]) Sın {da 10782 - .- 
Be / « (I) hä 
— r(—, j (zZ 
| m + nn = num. ımp.) 
> | 
(  dy y’(l—y'”) 
j 1 1-+2y Cosa+y 
oJ/ 0. ME 
Y 
I „dSFN-i\ I 
—ln—l1) \ (- J 4 ( ) 
' 17 2 N N 
— Gosec.a S(—1)t! Sın za log !— 
2 ie rtNn—1 St! 
=: Poren 
| Ti 
\ 
vn + n = num, du 
Harum vero forımularum ope valores eliam C et (* jam determinarı possuni 
Nam sı pımum r=Vb eism=l eı deind r=1, s=2 ponamus, sub 
tractione facta invenimus 
(7 rast IN ))-: (+2 . ? 
. =n—] \ I 
el dy (1-2, )Sina er, . : \ r(# ): (z;) 
— Ber. —= 5(—1)1Sın za log! — 
Su l 1+2y Cosa+y? ei Kal yE, <ö re) 
— .— }' 
Tore \ 2n \ In J 
(za + n = num. ımp.) 
(r an )“ Go (5 
‘ ‘ In ni 5 
el dy (i—2y+y)Dina __ s—1 R | 3) | 
a — — 5(—1)""1Sın va 08 
+ 2ylosa+y“ u r (+ )) Nn—i n +2—i\ | 
oe WE — re } 
Y 
(n + n = num. par) 


atque etıam 


e formulıs (4.), 


posılo r='i prodit 











4 I. Malmsten, de integralibus definitis. 





1 1+2y Cosa+y? 


1 dy (1—2y-+y”) Sin a 
J. 











Y 
1 
u = re 
—= (1 + Cos.a) (C‘ + 2 S(—1)'! Sin za log 
il ee 
(m + n = num. imp.) 
I dy (1-—2y-+y?) Sin a 
[ (og I IH Üosarr? 
Y 
. 
i=4n—1) r(* ') 





vn Y r _Ni- 
— (1+Cosa) (C + BORR 1)! Sın va log r(#)) \ 


(m + n = num. par) 


quae formulae, inter se comparatae, cum sit omnino 
2Sın ma Cos a = Sın (m+1)a + Siın(m—1)a, 
hos valores ipsorum C et C‘ suppeditant: 
C = Tang 5a. log 2n, 
C' = Tang 3a log.n. 
Fit igitur, substitutione in (4.) facta, 


une re) 


— 1\-1 y 
T = Tang 3a.log 2n + 2 Ss 1)‘-1 Sın za log m +) | 
2n 
(m + n = num. ımp.) 


te] 
„[CHN+ti 
i=}(n—1) Re I (= ) 
T = Tang 4a log n + 2 S(—1)-1 Sın sa log < — x 
sl 


re) 








(m + n = num. par), 


atque sı brevitatis causa ponimus 


© „au — au 
er — ee” 


6. I, (a, &) = / ra: log (2° + u?) du, 
0 Bi. 





i ma... 
ex formula (2.), postoa=— ubı m<n, 














1. Malmsten, de integralibus definitis. > 


r =) 
i=n—1l ( In | 
L(a, x) = Tang 3a log 2n + 2 S(—1)'-1 Sın za log 


il | r(&#) \ 
>n 


(m + n = num. par) 


rer 
i=(n—]1) ET a )) 
L(a, x) = Tang 3a. log n + 2S(—1)'-1 Sin za. log - 


i—1l r(**) \ 
\ N, 


(m + n = num. par) 


1 
. 








Pro e=1let a=!r, und m=1,n=2, e priori accıpies 


log (1-+u?) 
8. J; a. gehn du= log (Z ). 





[7 

$. 2. 
Ut vero ex formulis (7.) nova quaedam integralia definita deducantur, 
demonstrare primum necesse est hasce formulas etiam pro @ = valere:; 


quod quidem ut fiat, in promtu ponere sufficit, formularn (1.), unde tamquam 
e fonte illae derivant, justam etiam pro © = 0 manere. 


Cognitae sunt formulae 


w 


ı e"* (uSinu.w—xÜosu.w) x 
/ ee en 
0 





2? u =?’ 4 u? 
f' ap: n ee” “(uSinwr+zxCoswx) P% x 
e” n az de = — u?’ 
J, N Z 2’ +uR 24 


unde subtractione facta habebimus 
Ss dz(e” Cos uz — e”= Sın az) 
eng, w—xÜosu.w) + FE nn ana 2) 
2? +u? 2? +u? 
Jam si, multiplicatione per d® utrimque facta, integrale ab a=0 ad vr = u 
sumitus, fıt 








w dr 
FE: = (Cos uz — e%) 


0 


“u Sin we-+% Cos we " e-wr (4 Sin won — x Cos um) 
n_ erwu f — ——— (lc + / a  — — dd. 
ip x’ +u? Jo oe +U 


Facile vero patet pro valorıbus ipsius ® indefinite crescentibus integralia 








"u Sin we +2 Cos wx “ e=* (u Sin un — x Cos uw) rn 
en. [ a——-  .. a f[° Er we: (La 
0 x? +u? Jo I tu 


ındefinite in nihilum convergere, unde fit ut 











R I. Maimsten. de mterralibus definitis 


dz 
hm | A (Cos Aue e=) se = © ww = 8) 


. dz 4 
/ _ (Cos uUz = er; —— 


Haeı vero lormula ii A cognıta ılla 


Tr 


== 27 4 


Ag ung: 


subtrahitur, obtinebitu 


L 


e:— (08 uz 


9, / - dz = log u 


oO = 





unde manifestum fit, formulam (1.), una cum omnibus ex ea derivantibus, etiam 
pro = valere. 


His ıta demonstratis, sit Jam in (7.) «=, ponamusque 


Tu 


pn > Y unde U — m log Y» 


cum sit a= —, obtinebis 





2 m—1 —n—1 
en | u; 
[| a Il (Ad 


mM zT 


N-+1 
7 ı—=n—l Im l (7 )) 
=, -Tang5 ‚log 2 +- — . $S(-1)1 Sın — log  —— | 


- = " r)\ 


(m + n = num. ımp.) 


Z . n 
: yr- 1 y7 m 


4 EEE Tg log 08 / 
Jo y" —U_ | (- -) + log (l Y)\ AdY 
nu AN 
i=;(n—1) . \ - 
7 mn ML IMST N L 
— 5. ıan log n + er — 1)! Sın — 08 } s 
N —] n r(--) \ 
\ N 
(m + n = num. par) 
atque quıa est 
mm n 177 j 
f LITE n 1 zn 2or 2 9 lz A IM 
Fe zu a -y= a. Ba 1 02 — 2, 2205 5, 


etiam 














I. Maimsten, de integralibus definitis. . 
K ty 
I yyı log (log y) dy 

j (# 
_® ir ne =); 
2m Tang 5 In „ log 2r "7 De 1)! Sın oe” ee). Ir: \ 

er 
2) 


(m + n = num. imp.) 


10. 


0% == = 
y mn—l —ın 


Bu = (log y)dy 


+ i=4n—1) . mr r(1--) 
== Tang 5 Fe — log 1 +- _, BEE. Sın ar log — 


ne, 
| 

eo: 
| 


\ (nm + n = num. par). 


Hine sequitur pro m=1, 


y"logdlog y)dy 
1 14-y? +y° Fu yalr—)) 


i=n—] r(5) 
u: ang 5 = 5, leg 2r +- - RT Sin . log  — 








a = num. par) 


1]. 





—.10g (logy)dy 
IA Er + 


4 i=4(n—1) \ (1-5) 
== & Tang 5- — log + 2; Ss(—1)1 Sin © = log 


2n A n FE di | 


(rn = num. imp. 





Ex. gr. posito ın llarn=2etin ha n=3, habebimus, si in hac y? in y 
mutaltur, 
"log (log y)dy ' \am)". IG 4) 
Sr rl” 16) 


$: logllogy)dy_ _ 7 ' 27)". G)) 





| DEEE ET e v3 05 | - Ta) 


$. 3. 
Ex $. prımo jam apparuit, transcendentem illam, quam per L(a, x) 


designavimus, finite semper per 7 exprimi posse, cum a in ratione commen- 
OÖ u £ 


surabili ad m est. Nunc in hoc $. versabinur circa proprietates quasdam ejus 





maxime nolandas. Sit igitur in priori formularum (7.) =!r; tunc erit 


| 
| 





- l. Maimsten, de integralibus definitis. 


al, 
se) 


13. L(ir,2)= 2log 








unde, sı © + 2 loco ipsius x ponitur, addendo invenimus . 
14. Lim, +2) + L(!n, a) = 2log (x + 1). 
Sı vero in (13.) 2— x loco ipsius x substituimus, e relatione cognita 
ST 
T\a) Il -a)= Sin az ’ 
sımiliter addendo erit 
- 1 . («—1)7- 
15. L(:r, x) + LG, 2— x) = 2log [(x— 1). Cot .=—] 


id quod pro @=1 formulam (8.) reddit 
16. Llm,D)=log (>). 


E formulis (14. et 15.) functionem L(!x, &) pro quolibet ipsius x valore 
cognitam habemus, sı modo per totam periodum ab a=0 ada==]1 cognita 
sit, Praeterea formulae (14. et 16.) docent, L(}x, x) pro & = quolibet nu- 
mero integro imparı finite per logarithmos et m exprimi posse. 


Sit jam priori formularum (7.) a=?t; tunc erit 


6. re). Ki 


nen ’o3N 
| 
unde similı fere modo ue supra De ae: 
L(ir, +3) + L(ir, ©) = 2Sin 57 log [((c+2) («+1)] 
LGör, x) + L3m, 3—x) 


an. i +2 z+Dr 
—= 2Sın 5 log [(« —2) (e— 1). Tang ” Be. en . Tang en ’ 


L(;r, &) = 2Sın 3x log F 





1%. 





18. L(3x, 3) = 2Sın !r log (3 Cotang 5) 


atque e posteriore pro @ =}: 


E formulis (17.) sequitur, ut functio L(5r, &) pro omnibus ipsius x valo- 
rıbus cognita sit, sı modo pro quolibet valore inter x=0 et ==} cognitam 
habeamus; praeterea prior harum formularum una cum (18.) docet, L(är, x) 
linite per logarıthmos et functiones trigonometricas exprimi posse pro 


v—=%((2/+1).3), designante i numerum quemlibet inlegrum. 


At vero relationes longe generaliores invenire possumus, e quibus 








1. Malmsten, de integralibus definitis. y 


























nn | mt 
praecedentes lamquam casus speciales derivarı possunt, Nam ubi a = ei 
m + n = numerus impar est, habemus etiam 
i=n—] 
| 19. Tang 3a = S(—-1)"1 Sın va, 
| 1 
quare prior formularum (7.) in hanc formam transformarı potest: 
CHN-+i 
ı=n—] (2n)'. I “- )) 
20 I — 2$(—1)'-1 Sın za log | ——— . 
a, x) ur ) ın za log (&) | 
(m + n = num. imp.) 
Substituamus hie © + n pro x; tunc addendo habebimus 
i=n—l 
21. L(a, <+n) + L(a, 2) = 2S$(—1)! Sın va log (@ + 1) 
mn = num. imp. 
Si porro in (20.) mn — x loco x substituitur, prodit etiam, addendo, 
f ı C#Ht 
i=n—] \(2n).T6 On 
L(a,&) + L(a, n — x) = 2.$(—1)'! Sin ia log 8 et 
ti=1 u 
I 2n ) 
2 I—X 
ı=n—lI (2n).r(l +5 
+ 2S$(—1)"! Sın va log ) —— 
ı—=1 T( cr! 
2 2n 
sive, cum sit 
i=n—l u (an). .I(l+ 2 
S(—1)! Sın ıa log Bear rgr = >= 
ı—=] { TG+35 9) 
3 
nl \(2n). 1 — =) 
—= S(—1)'1 Sın va log —— 
i—=] ETRETT: \ 
2n 
etiam 
L(a, x) + L(a, n * 
a cHi 
i—n—1 2n. 1 4-35 =). TG+ 3) 
— 2.8(—1)'-1 Sın va log (— — —— - 
i—=1 Ic, Fa \ 
Est autem 
Crelle’s Journal f, d. M. Bd. XXXVII, Heft I ’ 





10 1. Maimsten, de integralibus definitis. 








1 + ut st 
2 G-— 5). TG+ 2n (HU) e 
Sin 
2n 
nr st 
Sin —— 
2n 
unde sequitur 
ı=n—I 
L(a, ©) + L(a, n—x) = 2S(—1)"1 Sin ia log [in — x— 1). Tang (a-+7)«], 
tem 
sive denique, posito n — ı loco 7, 
. ı=n—l1 1 (x -_ 
22. I.(a, x) + L(a,n— a) =2S(—1)'1 Sin va log [(«— i) Cotang l. 
i—=1 


(mn + n = num. imp.) 


Constat igitur e formulis (21. et 22.), functionem L(a, ©) pro quovis ipsius & 
valore cognitam esse, sı modo per totam periodum b z=0 ad x=!n 
cognita sit, exsistente zn + n numero impari. 

Posito ın (22.) © = in, habemus formulam 


i=n—1l 


it 
23. L(a,3n) = S(—1)"1 Sin va log [(3r — ı) Cotang (T- 5) 
1 
quae quidem pro ?=}n expressionem log 0.& praesentat; cujus tamen verus 


Be 6 2n ' 
valor facıle invenitur log F ). Haec formula una cum (21.) docet, functionem 


I,(a, =), ss m-+ n numerus impar est, finite per logarithmos et functiones 
trıgonometricas exprimi posse, posito © = y;n(27+1), designante 7 numerum 
quemvis integrum. 


Consimili fere modo relationes analogas e posteriori formularum (7.) 


derivare possumus. Nam substituatur ıbı = n loco a, erit 
„f2n+c—i 
ı=Un—1 % e )) 
L(a, <+n) = Tang 3a log.n + 2S(—1)'-! Sin ia log —————), 
=! Ve \ 
. ) 
unde, subtrahendo, 
ı=\{n—]) u 
24. L(a, -+n) — L(a, x) = 28 (—1)*! Sin ia .log ni 
il ( 1 \ 
(m -Fn = num. par. 





Ceterum, sı in eadem formula (7.) a — x pro « ponitur, fıt 
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in -D Au, 





— ’ 


a 1 —_ T1i-1 
La,n—x) = Tang ;a. log nt we 1)" Sın za log (7) \ 


unde subtractione e cognita functionis / ratıione 

. (z+i)r 

Sın ) 
n 


u i=4(n—1) u 
25. L(a, x) — L(a,n— x) = in 2 Sın za er 2. er ed 





(m + n = num. par.) 


Formularum (24. et 25.) beneficio sequitur, ut, exsistente mm + n numero parı, 
functionem L(a,x) pro quovis ipsius x valore cognitam omnino habeamus, 
sı modo per totam periodum ab z=0 ad x =;n cognita sıt. 


Ponamus jam successive loco x: 





2n An 6n Li (r-1).2n 
x + z-+ <- a, ,„wce+Tr , 
’ wi; ern 26T, 5 
in prıiori formularum (7.), et 
n 2n 577) (r-1).n 
x, =, m» '—, N 
r r r r 


ın posteriori; tunc beneficio cognitae formulae 


(r-] I_rı 
‚(r-1) BR. 


Ky.y+).Ty + u 


summando invenimus 











2 4 -1)2 
L(a,x) + La, & + —) + La, x + —) +...+L(a.x+ en 
ai Dir +72) 
—= r Tang 3a log.2n + 2S(—1)'1 Sin za log | PL. 
i—=1 | a, 
2n 
m-+ n = num. ım 
96, ( 1 P.) . 
L(a,2) + L(a,x= + -) +L(a=+7)+:... Lüa,0+ 5 —) 
i=!(n—1) T6+ 2) 
—= r Tang za.logn + re -1 Sın za log | 


nt TH), 
n I (— 
"n.1C) 


(m + n = num. par.) 


Facile apparet, priorem harum summarum per logarithmos exprimi posse, cum 


r numerus par est. 
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12 1, 
SQ 
S. 4. 
Cognita est formula 
| Is) u 
ee) 
27. A ——, .Cos (s ArcTang —-), 
(+?) A 
quae, exsiıstente 1 > s >0,pox==0 etıam legitima, praebet 
Cos.isz./' je 
1 ) ” _ z 
28. JS zl Co ud = — ya. 
Multiplicemus (27.) utrimque per 
pau —_ p-auu 
ee | Be . 
eu — priu y du [a > re]; 
inteoratione Inter v—=0 et v—= & Instituta, fıt 
gu _ p-au er ArcTang —) 
- - x - au 
Jo eltu_ eu (2? +u?): 
1 ( r a gu — grau 
zu —, ee ,2s-1dz. ( m (Os BZ. 
/ ($) e/ N v/ 0 gru FE eu 
Sina ” e=*?2°-1.0=”dz 
"Io A 39" Sean i 
unde, ın dextero membro e“: =y ponendo, provenit 
Ä = au__ p-au Cos (s. ArcTang —) ER ray” dog) ge 
IO VTABERT u lu un nn en en 
un’. 3 = . { ll ER v 5 _ su 
 eru_ g-au (2? u%)} "(s) ), PLILTeRR 
et pro @—=0, sı modo 1>s >U, 
; 
0% . Ye / l (log —) dy 
30 eg. )Bina N 
= Io em_ernu"w  Cosisa.I (Ss) ' 1-+2yCosa-+4Y° 
. ; r MIT ie . mn 
Ex häc vero formula, sı a = zeter. = ponitur, unde fıt 
n } n dy 
u. ed Be — — 
ST oO y sT Y 
transformatione facta eruitur 
N i l s-] 
Sn." loe — dı 
.  ym-1l yom-I dy I: ) n . (108 — 
31. / rg / i 
Ja y—y I Cos ist. Is) Jo an, . 
(log — ) 1-+2y los — +4 
ö Y R 
et pro m=1, 
l-s 7 I.s-1 
- ') ‚Sin — (log )  dy 
u rn 2.dy L n Y 
32 Hei, = > ach Ah > ots 
RP er rl) 1,5 "Cos!s: IT. R s) e 
ER (log —) 4 vr Cos — 44? 
« Y ’ 
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Appellemus jam 


1, s-1 p)1 I, s-1 
.—_ ö OD - dı 
u TA ah A G,(s) = / Sr 
. Iryry ge,“ 1+ 


formula (32.) dabit, posito n=3 et mulato y’ ın y: 
\ Gm)! Sing 
34. GA—S)= cos! . Ti): e®) 


atque eädem pon=2 immediate colligitur 


Gr) 
- Y — EEE Par - 
3). G,(1—-5s)= Cos3s12./(s) 
x . D . | ' ) | | 
Ecce simphices et notandae aequationes, quae functiones @ (5) et G,(s) earuman« 


eomplementarias G(1—s) et @,(1—s) inter se conjungunt; in quo respectu 


G,(s). 


analogae sunt cum hac cognita functionis Z' formula 
7T 
T{a). T1l-a) = San‘ 
Ex formulis (34. et 35.) logarıthmando obtinebimus 
log G1— 5) — 10gG (s) = (1—s) log 5 + logSin 4m — logCos 3 sm — log TS), 
log @, (1-5) — log 6G, ()= (1— 5) log !r — logCos} sm — log T (5) 


unde, sı brevitatis causa ponimus 


Ge) -/[, (log )" log(log „) 1) ds 
1+y+y? 
1.s-l 


fs (log 2, 
Fr) = f. 


dıfferentiando habebimus has novas relationes 


at () F(l=s) Jıl - ı ’ann E- 
G(s) Gü= -- - log 37 75) > Tang 2 SIT, 








F (s ds $) 


36. 
‚log (log 4 


7 7 

















37. 
F\(s) F\(l—s) 1 7 ZI 1 rm = rt 
G1(s) G,1-s) zunn log 3m —-. Z s) — 25 Tang > sTT, 
l.log/(s 
sı cum Legendre Du per Z‘(s) signamus. 
‚GREEN in (37.) s= 3; tunc erit 
* log(log — 
f * gg day -. +(loo zT u Ir RTL u; | > . dy 
u —3 N 2° .)« “ 
° 14+9+Y Velog °6 ® +I+Y Vdlog ,? 
[ log (log = dy \ 7 C ® i dy 
Jı BE — gg —ır — J. Irs® io. 
Y(log —) Ydlog —) 
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l 


seu ponendo log — — «a: 
Ä Yy 


” logz dr a ü T 1 
J e+l-+re= "Ve = (log G o se) I Ra 'Vr’ 


38. 








” logr dx 1 
t De e re "Ver = !(log 5 -ı2—([). [= e+e-*'Yr’ 
exsistente U = — Z’(1) cognita illa Euleri Constante 0,577 216..... Hae 


formulae, quas non vidimus hucusque propositas, haud indignae nobis videntur 


altentione Geometrarum. 
Ex formulis (38.) duas jam deducemus relationes, quae in serierum 


transformationibus haud infimo loco dignae videntur. Nimirum, exsistentibus 


ıdentico modo 





























(1 m _ S(_ı- ‚ei ‚Sinti + (-)r.e”* (Sin; ‚(R+1) 2-+e”” Sinzar) 
29 e+l i—1 l+e” 40% 
i=n—1 n o—-?2nx 
| ln a A; | 
e’—+re x Fa 40 | 
ex cognita formula 
a dz -h ’ i 
40. Sueilogi&. v. > , (logk + 2log2+() 
habebimus 
”  logx dr 
Y 1 i 
Sın sr \ = wear 
i=n - 1002 ei 
== Ye, =), Sin 31. u » 
+ DPP(n).Sin s(a+1)r + P(n-+]) Sın zu!, 
”"loger dr an Klum 2 In u; hun A 
— > Ss(—1} +. — 
/, e+e  Vr vr. AU V(Zi+1) + (1). On), 
ubı brevitatis causa posuimus 
“ e”*logr dz “elogr.de _ 2 O.Yrn 
Pin) = Tezeeyn=0 Rei Vz od 7 (logn+2log2-+C), 
“ e"logr de “erlogr.de ___ 9ı:V 
On) =/ e&re— . Vr — = 0 wi Vr — Vı?n ‚(log 2n+2log2+C), 
exsistente 1 > > 0. Facıle vero aparet esse 
lım P(n) =Vd, lım O(n) = V n=%)], 


unde concludi licet 








nn ame 


en TE Ne cin 
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” logr vn. logi+2log2+U _ 
1 “ » 1 * . /» £ et 
ii Sın sr JS, Bad: kan Vr. 6 ah Sin lır Vi 
| ” log® rg log (+1) +-2log2-+C 
en 1) 5 ug S(—I) HH, ’ > —. 
S e+e® ya ia un VeZi+1) 


Beneficio vero formularum .. facillimo etiam negotio deducere possumus 


i—=@® Sintiz 


RE —— — 1) a 
Sin 3m. & i ey ” le, hie 1)i- vo’ 
dx 1 ee FR 


PR | ; m ZBULHE- | 
u 


quae formulae una cum (41.), respectu ad (38.) habito, post reductiones 





o e+e-2 "Vz 


quasdam facillimas praebent 


[ logl  Iog2 _ log4  _log5 , log? 
vi "v3 + vi V5 + vr — etc. 


IE Re 








ir DE n Et An Ki... 
= = 3(37 — C — log Zr) I va + yi v5 us v7 — elc. ....; 
log 1 _b 3 log5 log7 log 9 
ee ee — ir 
vi 93 pr y7 v9 
ı 0 1 1 Bi = [. 
=;:(Ir— C — log 2r) n- ati” ei 
quae relationes etiam ita scribi possunt 
I 12 0 1 
r a i 7 107 —_ „!Ila—-C-Jlogir)A 
EL TIRER aa r 
a u 4 
re Kran uk 
/1 4 /9 13 
er, : _ Je-C-Iog2r).B 
08 eve 
\ 3V3 „v7 pt jyv!> 
exsistentibus 
1 pe dx t 1 1 1 1 1 
=] iinvnr nat elc 


er+1l-+re-z ' Ve yi v2 
1 


u 1 zul mil ı er 
B= u), Fre m ntrn mean enee 





eu ee e au 


Sı Ta Se in seriem evolvimus, exsistente ıidentico modo 
€ 
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1 (—=n—l genau 
— e” u 2 Ss e-zuru -4- — — —_- 
erTu —— Wü 0 eru og eu ’ 
il ulıque 
au __ p-au i=n—I „Inmu l lt 
‘ F:ı.; 26 fette —_ Fakt ee + e rn. (Zu er 
TU nn HeNU >" 
f A N eu _ p-nu 
ınde 
/ ” ‚.au__e-au (Ju A 8; ] 1 | 
— — =rflI-s). ————] + p(n) 
auU___p-tu* 7785 z * ‘ > 7‘ = pin 
Me —o (Qi+l)r-a) ((Zi+1)m+a)1-s 


ubı brevitatiıs causa posuimus 


7 au _ gan g-2nau, Ju M ” o-2nau Sry MT (1 s) 
( nn) — rn, 0 d — [IM . en , 
J r “ Tu. eu u° u’ (Znmyl-s ; 


. 0 








exsiıstente M quantitate quadam finata. Hinc vero facıle apparet 











lim . Y (n) — |) In — &] 
alque joılur 
= au — g-au du i=n—] 1 j 
44. | ru Br De _ T(1- »). S Kg own v7 1 1-5 u; (27 +1 2]. 
un, u‘ 0 (Zi+l)r-a) i+1)+a) 
Jam vero, exsistente identico modo 
Si ı—n Gear nn’. 
44. — ——_ S(— Ir -1 Sin za &: he Bi Lanr.ns een aan änar 
: 1-+2y Cosa-+y? A 1+2yCosa-+y? 
habebimus etıam 
Sina dy 
Ma: SL - 
1-+2,Cosa-y? I 1-5 
oe "co 08) 
ren Sin:a 
= Is). S(-H17 + (—D’OIFCn) Sin (n+Da+FV(n+]1) Sin na), 
1 
ubı brevitatis causa posuimus 
1 „(log a 
/) ( Zu dı v 
IV (n) | a ng, fi "(log =)" ir u ZUR, 
AR) J. 1+239yCosary? — Bi. ai gi Aion (n-+1)°' 


exsisiente 1> 90. Faäile igitur apparet esse 
lım /F(n) =V ine] 
unde ex (45.) obtinebitur 
Sina dy 
re 
46. /, 1+2,Cosa+y? ä 1 L-s 5 vo. ) Fr 


Substitutis vero ın (29.) valorıbus, quos formulae (44. et 46.) praebent, han 


luas series infinitas relationem habemus, sı s ın L—s mutatur: 


notandam inter « 
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l 1 1 | 1 1 
47 (7-a)  (a+a)' ” (32-a)‘ (Bra) ” Ön-a) Orza) + etc. 


1 Sina Sin 2a Sin3a Sinda Sinda 


ihr ' wer —— —— + _—_ _ ote! 
— Sin! st.I (8) Kr 21-5 ” 31-5 1 + 51>; etc. | 


et sısr—a loco a ponimus: 





1 L 1 1 1 1 
48 | at ut (Axza) (6a) tr ec. 
S. 1 ‚Sina + Sin 2a Pr Sin3a _ Sinda _ Sinda — 
Fi Sin! Isz. Wi ‘(s) 5 15x 21-5 31-5 + 41 » Bi; + etc.‘ 


Hinc sı s=# facımus fıt ulique 


l 1 I 1 1 1 


Va=a)  VWara) * Vera) " Varza) + Vör-a) " Vörgay tel 


/2 ‚Sina Sin2a Sin3a Sinda Sinda 
"BER a ae Be um ea ee: re A 
1 | 1 1 1 l 


ya Vera) ” Varza) V(Ar—a) ” V(iAr+a) BT 7—6) + elc. 
Br -=Yy: 2 jr. Sin2a Sina Sinda Sinda 











I vI ” ET Tr Mr te 
Ponamus ın (47. et 48.), a esse ın ratione commensurabili ad x. i. e. 
u= — (m < n num. integr.); facile tunc obtinebitur 
1 1 Ri eis), 5° 
(n—m)' ki (n+m)} r (3n—m)' (3n-+m)‘ (dn—m)' (In-+-m)' + etc. 
(=) Sin” Sin Burn Sın Sn Sin ri 
u n en n =, a er Er“ BEE... ER N a 
r — Sinlsz.I(s) | 1 21-5 31-5 1 tr elc; 
1 Bo in 8 
m’ (2n-m)  (2n+m)  (dn—m)' (In+m)’  (6n—m) + elc. 
G „) it 
gen nz Mn SA + RE. + m + et ! 
\ — Sin! Is, Is) "14 u b ee RG 
Ex. 1. Exsistenibus m =1, n=2, fıt 
r NR a 
31. : > tr5 "nt. etc... 
| (day En 1 1 1 


Bi: = m ES 
Sin! srl (s) ter 31=5 + 51-5 Ms + etc; 


Ex. 2. Exsistentibus ın priori formularum (50) m=Il,n=3, fit 
Crelle’s Journal f. d, M. Bd. XXXVII. Heft I. 3 
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l 1 1 1 


29) cc a, A _ 
I. l; Ds 4; 5 + ns eic. na 
wu Gr)‘. Sins l 1 1 1 1 
Sinssz.T(s) | mat rin etc.‘ 


Formulas (51. et 52.) memini (ni fallor) me vidisse ab Fulero alıcubı per 
inductionem inventas, omni demonstratione carentes; neque apud quemquam 
alıum demonstrationem earum invenimus, quamquam formä suä attentione 
Geometrarum digna videantur. 

kx. 3. Exsistentibus in posteriore formularum 50.) m=1, n=3, 


posito brevitatis causa 





75. EEE ER 
JO = TH tr rt ir tm one 

) Lt 1 1 1 ! 1 1 
I=erFrFr Tr Tritrtrannran mtr 


fit utique 
1 s Sin ! 
f)= a En .p(l—s). 
Sinisz./'(s) 
Gum autem sıt 


or ke vie ri. 
gs)=f6)+N IT: -zr tr etc.‘ 


atque etıam 
| Bi 2 


unde facıle prodit 
(1+2°)y(s) = (1+2°) /(s). 
has Jduas relationes habebimus: 
\ _ Gm. Sina 14-2 
I) = Sinisa.T) Ira /U— 9) 
(!7)°.Sinsz 2(1-+-2°-1) 
I) = sn. Ir 9A) 


Ex. 4. Exsistentibus in O0.) m =1, n=4, posito brevitatis causa 


i, 381 352,8 Br 
Fo) Ss; ta orte re 
y7 RE TE u, 2 
(5) Pen 1; Zu 35 ” 55 IR 7 95 115 + elc 
5 1 1 1 1 
I a 2 ee SE u ET Se BE 
YO Sn trete 
air TI. 1 1 
Pe) Se; tr tm nee 


fit utique 








1. 


(7 


v)= — Sinz sz.I 5: 


a 


PO)= Sin Isz./(s) ' 


unde addendo, cum sit 


s . gs 
SinZ _ 


Fi an. s) — 


Fa 
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s) + 
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ı (Im)' 
Sin! im. (s IA), 
(37) WA-s), 


Sin! 3sT. Is)‘ 


ob(6s)+ P(s)= fs), 


A\S. 7 
2.(7) Sin 7 


Sin!sz./(s) ' 


erit 
56: _ Die) 
Ss. 6. 
Differentiemus jam formulam (44.) 
erit »@ ‚au p-au 
0 gan — ee” au 


gu — p-au dıu 


u —Ta-9. 


I 
u Z(1-) f. eu _ p-ru 


unde pro s=(), exsistente 
u - pau 
ZA) — — Ü et ’ 
o € 


” log ((2i+1)7—a) 
((Zi+l)r—a)' 


habebıimus 





se 
10 


-;C. Tagta— 





zu __— eu 


F(i—s). 


respectu s tamquam variabilis; tum 


u” log u. du 


Spog@ 2i+1)7- a) bog ((Zi4+MDr-+a). 
io (Zi+l)r-a)'- ((Zi+I)r-Fa)'- 
eu 


.du = Tang za, 


REDE 
(C2i--1)2—a)! 


eu De eu 


ru Pe” U log 


. du. 








Utcumque vero a est in ralione commensurabili ad x, valorem integralis, quod 
Sıt ıgıtur 


dextero membro occurrit, formulae (7.) (pro =) praebent. 


mit En 
a=— (mein numeri integri, n > zn); tunc obtinebimus 
n Ss pog(@i+Dn—m) _ oglZi+l)n+m), 
t "Aa (2i+1)n—m (2i+1)n-+m 
12 
2; 1 1 
+ log E u. a. irn as, MT. 
= (di+1) nr — — (+1) + — 
n n 
MIT MIT 
ER 
mt — 
A u u log u.du, 
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unde, cum sit ex (44.) (pro s=0) 











= — ,Uu - — U 

>. 1 1 , en —— DE 1 MIT 

Ss | — =) u .du =4Tang ı-, 
i—0 MIT MIT eu 2 oO 2n 

u 2Zi+l)r Aida +" -— 


fit denique ex formulis (7.) citatis 


log (n—m) log (n-+m) log IN—m) __ Jog(3n-+m) log (5n—m) 


_— = —— _—. —— — etc. 
n—m NM IR—M INn+m In—m 





! ) 
yı/ Iz=n— h b 
== 5, - lang 3; “ (C+log2r) — N a Sın = log 


-. (5) 


(m + n = num. ıimp.) 














53. 
log(n—m) m log (n+m) log (dn—m) _ log(3n-+m) log (dn—m) 
n—m nm IN—m IN+HM Dn—m eic. 
Nn—i\\ 
und. 3 u 
sT ie ame. imrt =) 
= In r Tang ” e. = (6 + log m) — —, sy" Sır ın ro 08 176) 
r(r) 
n 
(m --n = num. par), 
alque sı n—m loco m ponimus, 
log m log (2n—m) log (Zn+m) log( In— m) log (4n+m) 
RE _— zn = Zu 
| m 2n—m 2n+m An—m An-+m 
T mt Pe ..- un: imt 5) 
et © Cotang Dn (C-+log 27) + 4 ud Sın 4 log r( .)\ 
— ie 
2n 
(zn = num, imp.) 
56. Ä 
| logm 10og (2n—m) log (2n-+m) log(4n—m) log (In+m) 
m In—m nm An—m re 
Ni 
i=U(n—]) (T s 
t MT st 2 a imz | 
= 0 ’ < a 4 J _ $ ® S ü +4 
ön Cotang ön (C+logr) +. e Mn log 


IC) 


(m = num, par). 


Ex. 1. Postorn=23 m=1L, fıt 


log 1 log 3 logd log7 rt 
u u ee kei Mn ah En 7 (logm—C) — x log I?) 


atque ınde 
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u. 55.9°. 9, 1355 . 


3 -; IT Bi (4 @))' 
3°.7°.119,.15°5 ... 
Ex. 2. Posito n=3 m=], exsıstente 


1 EEE. + 1 1 u 
5 + 1 5 grau 





fit utique 


logl log2  log4 log» _ log? sr I) n 
wir s > 5 + 7 „mee=7zlo Q re, ne 373 (C + log 2r), 
logl _ log5 _, log? g7 logll _ logl3 
2 7 ı ra el 
7 27 Ü ‘ WM . ıf 2 
= 3773 ılog v5 — C — 2log [I(G). 76), 
alque inde 
1 1 4 
AT _ | 2@eT his 
23.53.85 2 1.2.5 ten 
1 1 7 
“ v 13), 19° Am).e u 





ul UWE 





55.11, 17%. 235 gi, 1). ‚LO 


Ea. 3. Positon=4, m=]J, [ıt 


loel log3  log5 logli log13 =‘ E (MN DO) 1] ver, mil 
tr ra rerloes| 7 I 
logl log” log9 log15 _ log17 Rs 0) na \2i.nteil) 


atque inde 
1.55.135 21% ... 
33 110, - 27... 


( 
‚95, LY ‚257° u er 
1... (70) 











un 


TT 
2. .e" 1372 











| 


Sı in formula (29.) «= 0 ponitur, fıt 


sinne — 


a au _ p-au u. (a 2, 2) I (s) 0 (l-+y) 


r 
" f Pu.du Cos(s. und = 1 pX I, 
!. Tr pn 


unde subtractione facıle habebimus 
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ne Lem gu Cos (s. ArcTang —) 


39. r S I gau —_ gu 10. Bi (ru) . du 
Sina a Ä 
= (s) ' 142, Cosa+y? dry)? ;) - 9 u 08 ) 


Differentiemus hanc formulam respectu s tamquam variabilis, posteaque s=] 


ponamus; tunc exsistente 


rgv u L r Y 
Arc Tang -- = !r — ArcTang —, Z)=—(C, 
Ä = es n U 
obtinebimus 
ur er— er 2au udu 3 e. 
| 7 sen — > — r/fi(ix 3X II x 
\ £ J ee! a’ ’+u° vl ( ) +3 \ ) 
1 Sina 
39 { —/ BR ER 3). ] » 
59. — u | og (lo d 
Jo (1-3, Cosa — RT, F ( 5, ) 
» R Sina a Ka 
Tr f, Fr a) 5 A 
positis brevitatis causa 
rn X 
. > on. lien ArcTang % dy 
LS ) Pr eu _ prru - An i x’-+u? 
+ 0 — 
u 
ne gau — p-au _ 2au dy 
a F Yy RE ‚‚ nu ru? (1 Pu 0) Pe 0) 


WEN eu — erw — Zau m 102 Hu)dy 
€ ER p-au RER | x 1... y° 


Cum autem sıl 


.eT .: 
Fall ” .wu— eu —Pdaı u du ( f eau — erw — Pau du 
(A ) u , r uleru— eu "ru +0 TU pr "au? 
» e/ 0 t 
Q o ‘ 
 2udu ) ga — ge au — Pau 
Zu M = 2 m £2 ° EN a m .,. du 
ON 
— M(log(1-+. v”) — log x °) + PBrugz 


(ubi, quodeumque sit a, M et N numquam non finitum conservant valorem 


et & quantitas < 1 est), atque 
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ıy, ) a ı ex En eu Zau log(«’ +u°). ‚Zudu + [ Rei gu 24, Zau log(x ru')dy 
(2 .. R u(eru — ee) ö 1 +-u? Fi pau _ p- -ı1U 2° -+u° 
” ]Jog (2? u? 2u.du log («? id en Kabine -2au 
— MS sn anne + ) ee 

0 x’ +u? T 2,8? eTUu — eu 

10g(? D’+ +51) 

Zum m2\\2 2 ; 
= M,[(log(l+a))’ — (loga’)] + N. —, 2,6 


(ubi, quodcumque x sit, idem omnino de M, et &, valet, quod supra de M 
et £ dietum est); facıle concludi licet 


lım.zF(x) = (0, lım. FF (x) = 0, [a = el, 
unde ex (59.) habebimus, convergente & in nihilum, 


[2 
eu _ erw — au du 
Ku i pau em SENDE 


R u 


Sina a 1 i Le’ _ — 1 
uf (sr un log (log )dy = C, a 


2) 


ww 


seu 


0 em _ e-au_ Yau du__ 2 ( Sina a RN N 
0. auge "u 7Jo \l4+2yCosary? =) og (log yıdy, 


0 C 


exsistente 


l Si 
I: (1435 00s 9) Su ah y=UV. 


Facımus 





eu — em —2au du 
Ref Tee de, 


ere_ g-au UL 


differentiatione respectu @ facta, habebimus 





IK gu — grau _ > ı “2 —) 
DE ui — um ” + — 
da eu rau 0 1-y 
unde 
dK BE 1 rZıfi Fiı/l a Fi a 
61. da 1276) — 24 + 37) — 9» 3) 


cum in genere sit*) 


12 _ah 
Sp dr =3220+D) —12Ka+)). 


Ex formula vero (61.), integratione ab = instituta, redundat 


*) Vid. Legendre Exerc. du Cale. Int. Tom. 11. pag. 156. 
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1 a 
° ze et — Pau du _ \r T6+3_) 
. gru j em Wa Tr ‚Z(G ) a log e 


e uU 


quod cum (60.) comparatum praebet 





5 
( Sina.log (log RL f ' log (log — nn 
=d 
ut e/ 0 





en 
62. "1-+2y Cos a+y? ce ra— 
Pro a = 35T beneficıo formulae (12.) (prioris) obtinebimus 
1 
*ı log (log —)dy 
ei ul 0 En a 7" ( 1 ı 
J. (1-+y)? — (5) + ;log Zt, 
quod in (62.) ductum praebet denique 
i, EEE 
" log(log - —) dy ir (27): TG+5_) 
63 7. lög Er 
., 1+2, C En — 3Sina ” 7 
3 
zT J 


quae nova formula admodum notanda widetur. 


8. 


978) 


u 
;aZ‘(;)+3mlog ar] 


2) 
2r 


1 rn ’ 
Sı formula (44,) utrimque per log (log —) multiplicetur, inteeratione 
2 | I oO, P - 


aby=0ady=]1 ınstituta, ex formula (63.) habebimus 
in 1 
sn" I Sin af, yt log (log 7 ).dy 


ı—=1l 


+ (— 1)” }Sin(a+1)a.G(n) + Sın na.G(n+1)! 
ar 
(27): To+2,)]| 


zu Ir loc —. 
= ;! e 





a, ’ 
rn 
I-z 
posito brevitatis causa 
R 
| ” log (log —)dy 1 
’ | Y BR Es a 
Ga=J, re 9. Yy log(log E ).dy, (1202 
unde, exsistente 
1 log r+C 
4 y’t log (log „)dy EEE 


(ubı € est constans ille Kuwleri 0,577 216 ....), obtinebimus 





> 0) 











1, Malmsten, de integralibus definitis. > 








> 
Sy Ami, Try ini 
ı—1 ° i=1 
+ (—1)”* |Sin(na+1)a.G (n) + Sin na.G (n+1)! 
Ur ER, 
= 537 log 2 | — 5a log 2r 
[+50 
ei 
G(n) = — ne ‚log (n-+-1) + C, (1> 0> 0), 
Cum autem facile inde appareat, esse 
lm G(n) =, [n = ®] 
fit omnino 
“ | 5 a 
ur S . { ID > 
SH). - logi, c. .S-D-! in — Ir log EL. Keleee 
i—1 il But 7. N 
IG = 
unde, exsistente 
I=D Si 
Ss)". u. =3a, (a<m), 
1 
hanc denique notandam formulam habebimus: 
64. Sina.logl SinZa.l log2 Ei Sin3a.log3 _ Sinda.log4 ER 
1 2 3 4 
10-2) 
—= 3 log a — 3a(C + log 2r); 
TG+ =) 


atque, si m—aloco a ponitur: 


: in?a.loo 2 Sin3a.loc3 Sinda.log4 
65.  Smarlogt , Siniannl BE MIET 4 te. 


I 
— Ir log ar | — 3 (r—a) (C + log 2r). 
er) 
Ex his duabus formulis, addendo, hanc tertiam obtinebimus: 
Sina.logl Sin 3a.log3 Sinda.logd 


66. | u 2 a“ +» u ii etc. 
a 
RR 
27 1 27 
= 4 log ——— ) — ir (C— log Tang m 


d 
rar 
G+3,) 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVII, Helft 1. 4 
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Ex. 1. Posito a = ;rt, fıt 

logl log 3 logd log 7 

> „> | 7 tee= 7 (log x=—()—xlog 12) 
atque inde 


B. 55, 95, ‚130 .. _ Enrind 
35, rk 115, 155 . LG) 





net). 
’ 


quod Jam supra ivenimus, 
Ex. 2. Posito «= !tm, fıt 





logl log2 log4 log log 7 st IG 2 na 
logl _ log2 log4 log5 _ iog7 27 ' 
logl _log5 | log7 _logll log 13 
rl u +77 ee. 


g 27 R ’ 
PR av3 ‚log , ae G— 2log [G) . T(5)), 


(ex quibus formulis ren et tertiam jam supra invenimus), atque inde 











u; 4“. 7 ‚105 . Er | BC vs. 
22.5.8..115...  (T@A.2R) 

a ae 
Ai 55 105.1]. LO’ 

135.10, ... - er \v5 
51 7235, BETOTO) 


Ex. 3. Posito ın (66.) a = im, fıt ir 


logl , log3 log5  log7 
a EEE v3 log 


atque inde 


.T.TO)] 


e!” (2)? 














1.3°,9.11% _ an 
55.77.135.158 ....  eif.an}i 


s. 2. 


Revocemus jam formulum (1.) (eam etiam pro «= valere demon- 


stravimus), quam utrimque per 
eu eg au 


2 Jin 


eu eT TU 








1. 
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multiplicernus; tunc integratione inter u=0 et u=& facta, fit 


e“ + es“ @ dz = e“ + eu 
RBB: ... 5 2 2 u Pr 
R; ug ru log (a? + u?) du = 2/ ® S 


u gm (e? — er? Cos uz) du, 
unde beneficio notae formulae *) Fe 








er Je a . Er e=* dz —( 2e-=-D:(1lre- *) Cosza 
J; e’ur e Tu log (2 +u )du= Sec ; Ber "14+2e- -ÜOsa-+e . -). 
sive, posito 
1 
erg, unde z= log ” ede=— dy: 
Ar eu r ct 1 a 2y” '(I+-y)Cos; ‚a _dy 
6. ugm: log (a’+u) =/, (Sec.za — 14+2yCosa+y? et 
(a<m). J 
Appellemus 
“et ze 
68. 2 (a, x) =/, Zu gi .log (@°+ u?) du. 
Sı ın formula (2.) +3 et @— 3 loco x substituimus, addendo habebimus 


hanc simplicem inter L(a, x) et 2(a, @) correlationem: 


69. 2Sın za.2&(a,x) = L(a, +1) + L(a, &—;). 


His cognitis, sı @ est ad in ratione qualibet commensurabili, i 
MIT 


e. pro 
a = 


facile pro functione 2(a, x) invenire possumus formulas, quae cum 


lis, quae supra pro L(a, x) proposuimus, 


analogae sunt. Etenim sı ponitur 
in (7.) a +3 et x —;3 


loco x, inde addendo habebimus 
L(a,©+3)+L(a,x —;) 


ö r zemeitd 
—= 2 Tang 3a log 2n + 2 SCH“ -I Sin za log {— 
ı=1 





1) 
os Bsp 
— 28-1 Sin za log ae ) 


i—1 r( +23 ) 


i=n—1 er) 
= 2Tang 5a log 2n +28 (—! (Sın za — Sın (’—1) a) log Zu 


1 | R re) | \ 


(m + n = num. imp.) 











i= 


*) Vid. Exere. d. Cale. Integr. par Legendre, Tom. 11. pag. 186. 


4* 
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L(a,@ +35) + L(a,® — }) 


D+N—i+3 
i=(n—1. a hans 


— 2Tang za log.n + 25(— 1)! Sin va log 


i—1 ==) 
— ) 
(4) 

i=}(n-1) Gere N 


— —n 6) (y Or $ — - -1 =. u. 
Tang 3a@.logn + 2 C 1)" (Sin za— Sın («—1)a) log | (= 
n 








=4(n—1) 
+ 2,5(—1)! Sın za log 


1] 











1 


(m + n = num. par.), 


cum sıl 





=!(n—1) eng i=n—1),_, 7 we 
$(—1)'"" Sın za log — == a Sin «—1)a log en 
=! ne Url m 


Hinc autem, divisione per 2Sin 53@ facta, quia est in genere 
Sin za — Sin ((—1)a = 2Sın za Cos (!—3;) a, 
beneficio formulae (69.) colligitur 


( ) 
ı1—N ; 

:(a,a) = Sec za log2n + FT Cos((—;)a log Fk 

| 


- a) 
. 2n 
70. (m + n = num. imp.) 


ir ic )) 
2 (a, x) = Sec za log n + 28-1)" Cos(i—;)a log 


5 Ko 





$. 10. 
Sı in formulis (70.) pro x = 0 facıamus 
Tu n 
er =y, und u=- log y, 
MT 
habebirmus utique, exsistente @ = Zr; 








l. Malmsten, de integralibus definitis. 20 





Fi A 3 We lo 08 — — + log (log y )\dy 


x 
1 
MT a m T + 13, 
‚ Sec 3, llg2n + - S(—1)=E Cos (( —ı) = ‚log | 2n 
il N £ de 
iu 


(m + n = num. imp.) 


u yrlym-ı n 
fon Pay ‚log — + log (log y)\dy 








— 

—Un—1 4 u 
Le y= loo > ia 
nn. it 


st 


=; Sec —— = log n dr Es 2 ” Cos (i—; B 


Ir 


—) 
(m + n = num. par). 


Hinc vero, cum sit 


R ” AG nn Auarih mT 
| J “Fre dy= z Sec 5,’ 
sequitur 
f ga 1 +Y —n—1 
\3 a „log (log y)dy 
z er MT a5) 
—— __ r re 2 -1 
=, Sec. 5, log 2r+n. Cosi —; „log you; | 
2 (m + n = num. imp.) 
y @ lg ymml 
J, ur log (log y) dy | 
—: 
’ i=}(n—1) TAl— —) 
== - Sec 5, log w+ —, s-1)" Cos(!— ;) = ‚log — —i— 
| e., 
\ (m + n = num. par). 


Posito in posterorı m =1 et n=3, mutato y? in y, habebimus post re- 


ductionem quandam facıllımam, 


er. “log (log y) dy _ 
12. J Tea mi = (@ log 27 — log /'(})). 


$. 11. 


MIT j s a 
In suppositione m exsistente m + n numero ıntegro ımparı, 


constat 
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Tangza = sn“ Sin za. 
il 
atque, posıto z— 1 loco z, 
Tang 3a = — S(—1)" Sın (—Da; 
ı—1l 


unde addendo, divisione per 2Sin za facta, fit omnino 


in 
73. Sec za = S(-1)”" Cos (i—z).a. 
ı=l 
Quocirca prior formularum (70.) ita etiam exhiberi potest: 
Be; y - 1 CH} \ 
on (Zn) T(G+ Mn 
74. & (a, ©) = 2$(—1)" Cos i—z)a log = 
Ge ” ( r(*3) 
| 2n 
(m + n = num. ımp.). 
Ponatur hie + n loco x; fıt, utique addendo, 
i—n 
75. La, a-+n) + 2%(a, ©) = 2$(—1)'" Cos (!—3z)a log (c-+1—;) 
=] 


(mn + n = num. imp.). 


Ceterum ex eädem formula, si n — x loco x substituitur, similiter addendo 











prodit 
in (2) r(+ =) 
La, x) + Xla,n — a) =2S$(—1)”" Cos (i—;)a.log Er 
=] he 

r 2n ) 

in (2n)'. I: ae 

+ 28(—1)'" Cos ((—z)a.log | a; 
il Nm —— \ 


sive, cum sit 


Vu \@n)'. rt =) 
S(—1)”! Cos (7—3)a . log ı — 











u; Pers 
ı=n (An). Ze Ei, 
=2 s(—1) CGos (i—1)a : log — | 
2n 


etiam, respectu ad cognitam functionis 7 proprietatem (eodem modo ac supra 


ad formulae (22.) deductionem): 
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ı—=n (i- =, 5) 


76. Ka,x)+LKla, N | "Cos (i—3) a .log [(—a—}). Cotang — ] 


Po + n = num. imp.) 


E posteriore etiam formularum (70.) relationes analogas derivare pos- 
sumus. Etenim, substituto ıbı © + rn pro x, subtrahendo erit 


i=}(n—1) 
77.  2la,x-+n) — Ya, 2) = HrrN" 1 Cos (!— 3) a.log 





THn+ ee 


(n + n = num, par). 


Atque si in eadem formula » — x loco x ponitur, fit etiam subtrahendo, cal- 


culo facto, 





. (Sp—Z)7T 
i=Un—1 er 
78. La,x) —Lla,n—x)= 25 1) Cos (’—3)a. log |, u = 
2 .. rn. 2 er 
-i+ Sin er 


(m + n = num. par). 
E formulis (75. et 77.), una cum (76. et 78.) conjunctis, sequitur, ut, sive im- 
par, sive par sit m +n, functionem (a, x) pro quovis ipsius © valore cognı- 


tam habeamus, sı modo per totam periodum ab a=0 ad x=!n cognita 





sit. Si in (76.) =3;n ponitur, prodit 


in 1 
57 ) 0} T 


79. &a, in) = SCI CosGi-t)a log {Ha +1)-1).Cotang Gy} 
i—1 


(m + n = num. imp.), 


unde, sı simul formulam (75.) consideras, colligitur, exsistente m + n numero 
impari, 2(a,x&) po 2 =; (&i+1)n per logarıthmos et functiones cıirculares 
numquam non exprimi posse. Haec formula (79.) pro =;,(n+1) ex- 
pressionem log 0. praesentat; sed verus ejus valor facile invenitus est 


log (=* -)- 


Ponamus jam successive loco &: 


| 2n 4n 6n (r-1).2 2n 
x, at 7, tz ,e.tHt - ’ 
in priori formularum (70.), et 
” au an (r-1).n 
SD, ae xt 7; at Ze. ar 4 


in posteriori; eodem modo ac supra in $. 3. e cognitae functionis Z propri- 
etate obtinebimus 
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2n An -1).2 
[ Ka,a)+ la, a+ 7) tax + )t..+%la,0+ - Tr - ) 
ER 
in Ir Pi un. b 
= r Sec 3a log.2n + 2,5(—1)" Cos(i—3)a . log — 2 
=] Ir ne )) \ 
n 
Ss { (m + n = num. imp.) 
, n 2n -1 
Ka,a)+XRla, x + „) + :la,= +7) + .... Zla, x + =. ”) 
m Page u, 
ı = rSeczya.logn S(—1)" Cosi —z)a.leg —.. ——— 
. r(ü-D) 51 
ie 7, ISE 2), 
n 


unde apparet, prıorem harum summarum, cum r numerus par est. finite sem- 
l ) 


per per logarithmos posse sıgnari. 


Ss. 12. 
Multiplicemus formulam (27.) utrimque per 
[ jue I 
eu + eu 
pa ee 
tunc, integratione inter v=0 et uv—=—& ınstituta, fıt 


n u 
Cos(s. ArcTang —) du 
zT 





ws 
i - _ ns — 
Jo et eu (2? + u?)?° 


1 u Be gau + grau 
- I ( $) " ao . un dz eu gr u Cos u2 ’ du 
s»J%, ’ +e 


__ Cosza ( We Ed. 
Ts) Y, 1-+2e°Cosa+te 








unde, sı in dextero membro e° = y ponimus, prodit 
YI I 
7 au prau Cos(s. ArcTang —) Cos!a ay” Ha) log 2 
. fee = ("7" 
Pi u. & u (2? u?) is) " Ta 
et pro @=0 (sı modo 1>s> 0) mutato y in Fr. 
1+9P) (log) a 
un 00 — 
u. ® eu 4. p-au du __ 2 Cos! ee 2, ( + g 2) z Y 
REN I, em peu" uw —— Cos! ST. Y7 (s) ' 1+2yCosa+y? 
i ’ MIT a . 
Ex hac vero formula, si a = ete” = y ponitur, transformatione per- 


acta, fıt 
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a\l-s, mn . 1,s-1 
= 2.(7) Cos,, ‚A+y 10, “ 














3 ni gm 
Er Hure — 1: ee), TR 
(log —) 1+2y”Cos an 


y 
Postom=letn=2, sı brevitatis causa appellamus 
l-py2 . 

84. O(s) =/ iryt (log =; dy, 


hanc inter functionem Q(s) et ejus complementariam relationem habebimus: 


a\t 7t 
2.1-).Sin— 
(i 4 





89. O1l—s)= . O(s). 


Cosisz.I(s) 
Posito porro in (83.) m=1 et m=3, reductionibus factis, provenit 
1_-s 
log —) d 
ss Sf e) % _ Gminsine 2) | yd 
o I-v#W"  Cossen.Sls) Io I4y?+4% ' ( 0o Y F 
Cum autem sıt 
' 1 s-1 1  s-1 
97 2a) Ash, a Glen m ‚(dog ) du 
——— , —) y= —_ ——,- 
Jo I14W’+y' (dog y’ J 2} 1-+y-+y” 0 I-y+y? 
alque etiam 
l.s- 2 1_s-1 
' (og) dy 2 22 ‚y’ (log =. dy 
I a TE 
1.s-1 1. s-1 
P 2y(log —) dy 2 2y (log) dy 
— 2:s—2 EEE _ an er 22-2 ginn Zuie 
0 ae Zu A o Wu" 
1. e. 
"m Ss- 
‚ (loeg—) a ‚ (log—) dy 
ee u I 
Jo  IHy+4? o 4-4 
fit etiam ex (87.), 
1_s-1 
4 21-43?) Ä 1-1 7 1+2 ge (log) dy 
IS TARA 


quod in (86.) ductam, posito brevyitatis causa 


a) 2) ö Y 
53. h (s) =/ E 1-y44? r 


hanc notandam relatıionem praebet: 


89, kRil-—s) = 


Gm)'"Sinzr 1-+2° 

Cos3s2./(s) 1+2°! 
Ex formulis (85. et 89.) logarıthmando obtinebimus 

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVII. Heft I. 5 


. Ri(s). 
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1 
log A(1—s) = (1— s) log 37 + log Sin 47 + log (1+2°) — log Cos 55 
— log 7(s) — log(1+2°) + log 065), 


unde. positis brevitatıs causa 


log O(1— s) = log 2 Sin Ir + (1—) log !r — log Cos 357 — log I(s)+ log &(s), 


/ _ l l q } 1 s-1 
une Zum =f En log (log vw» (log re, dy ei 
5 l.s-l 
u IR) _ el). le) Sr 
u a ds fi Vila 7777 


differentiando habebimus 


' Ms) MÜ—s r 
en — log Ir — a Tangzsm + Z(s) et 


90 (8) ) \ (1—s) O4 
sw. N (s) N(l-s) \ ER Yu log 2 
R (s) Ri l—s) — log az > 3% lang > STt —+ Z‘(s) — (1-F2°) (1+21—) . 
Supponamus s= !- tunc erit 
l 

cc log — ’ 
f 1-+y? ogL ur yIa dl m C) 1 1-4? dy 
Aue” , 1 u EB ne Zi ver Fiss HE 

+ V (log — ol“ Yctog 2) 
ar 


l 
log (log — )dy 
P y 912) oo 2 dy z 
s; = 1llog;r—37— C-65— 272) log 2). £ 


l—ı l 
y+Y Ya) 
l Y 
seu, ponendo log — = vw: 
« Y 
2 logx.du _ (lo sc _0 A" er +et da 
9] Wei wre" Ve 16° ) re ir 


2” logo de __ l 
log Ir 17 C-5-2y2)log2).f ; En 
If e—1l+e” "Ya ‚L =:( ( ) ) 0 ge yVx 
quae quidem ejusdem omnino generis sunt, ac formulae (38.). 
Ex his formulis analog& omnino methodo, qua ad formulas (42.) in- 


veniendas usi sumus, has duas aeque notandas relationes deducere licet: 


logl , log3__log5__logT , 1089, 
yı F y3 Pen 


1) 
1 i 1 1 l 
= Gr Cler)Int 3a" 5 vitrpt etc et 


\ loal _ log? Ilogd Iog5 , log7 , log8 Iog10 


> D ie) 


trat ar art ae 


;_ ı 2.1.3 
— te 


au vtrymryenee 


=:lr— 6-2} 2log2—log;)iyi 
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$. 13. 
Sı gau + e-eu 
e” u re u 





in seriem ER fit utique idenlice: 


Ss ı) le l(:i+1)2- -alu ı „Te Na-talu] ki (— -1)" er (e ee 





eTU 4 e-nUu uzas P Ur p BT) s 
unde 
. em 4 eu Au 
m; eru + eu R us 
i=n—] 1 1 
= rl) SV met at Dr pa), 


ubı brevitatis causa posuimus 


‚au + prau  e-innu du E B- eznau Ir Mr (1 =. s) 
( n) = Be u 2 TR 
pı( )= e Pau p- Tu 14° 0 14° (2nm)l-s 6 


(exsistente & BEE quadam finita); atque, cum evidenter sit 











lim p(n) = 0 In = »], 
etiam 
Br edu + g-au dd I=n 1 1 
9; mu — — ol S(-1 — 
I 3. J eu + eu us Li- s). ar )' (- a) (Al) ara)‘ l. 
Jam vero exsıstente 
i—=n-] 2 
(14+-y?)Cos ja En oc N Dr „an, 005 n+D)a+y? Cos (n—)a 
1-+2,? Cosa+y! zn. 1)‘. 4 ee (+3 )at+(— )".) 1+2y"Cosa+y' 
habebimus etiam 
1 (1-y? )Cos ya Per dy u 
2 1-+2y2? Cosayy" " dr Am 
2 5 y 
yo Cos( (i+3)Q n I 
— I). S(—Di. Er * (1)"(p(n) Cos(n+3)a + p(n+1)Cos(n—!)a), 
i—1 


posito brevitatıs causa 
»l " 
y°’ dog)" dy 1 1 .s-1 9.T 
 ! h.; ; 5 
Fee u = @ Sr y "(log - “ dy = % (12020). 
Manifestum igılur est 


lım p(n)=V [= «], 


unde fit utique 
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I (14+-y?)Cos!a dy rn _ | 

Ve BP 5 FO RE Te TR m -- 

’ J. 1-+2y?Cosa-+y* 1_1-s c (+1) 
(og 7) nun 


Valoribus vero, quos formulae (93. et 94.) praebent, in (82.) substitutis, si s 
in 1 — s mutatur, prodit, 

















1 1 1 l 1 1 
95, (z—a)‘ no (7+a)‘ x (37—a)‘ Eu (37-+a)' + On-—a) + ra) — etc. 
0. ;S0sis _Bosie Coole _ Cosfe , Cafe _ 
 Sinssz.I(s) ! 11-s 31-: 51-5 Ti1-s gi, elc; 
et sı m — a loco a ponitur: 
1 I 1 1 1 1 
» \ .r (2r-a) (27+a) (Adna) + (Ar+a)‘ m (67-a) elc. 
96. / n | | 
21-; ‚ Sinza Sin 5a Sin 3a Sin 3a Sin 3a 
| — Sin Is Is) ! I 31-5 5 tt + etc. | 
alque ı a = 2 (m < n num. integr.) supponamus: 
n 
I 1 I I 1 1 
(n—m)' a (nm (3n—m)' B; (3n+m)' ” Ön—m)‘ Ön+m) — etc. 
u\® MIT IMST Imzt mr 
u 2.() rn In Cos an Cos Cos | 
97 Sin!st. [ (s) i a Terz u Bu Tre Bis gr ms etc.; 
Ji. 1 1 1 2 . ü 
m o (2n—m)‘ EU (2n-+m)‘ = (dn—m)' (dn-+m )' - (6n—m)' etc. 
2.() area 
ie \2n/7 | zu 2n + 2n = 2n PgrN! 
Sinzsz.I(s) ' 11: u > un . 
Ex. 1. Postonm=1,n=2, fit 
1 1 1 1 1 1 
tr; 5, 0, tr; top netc 
EN: 7 
2.(" ) ‚Sin; 1 ' ' ' | 
— Sin 12.) m + 357055075 eleh; 
quod jam supra in (94.) invenimus. 
Ex. 2. Positom=1, n=3, prior formularum (97.), factis quibus- 


dam facillimis reductionibus, formulas (53.) reddit; e posteriore vero, positis 
brevitatis causa 


rn l 1 l l 1 1 
ertFrrrintrgtmie 

. l 1 1 1 1 1 
71 (s) — 15 vs 3 + 55 ge n + 95 1L; + etc 
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ht 


(5) 


TIs)= Sin!sz.I(s) E 


unde, cum sit 


TA—s) +31 WA), 


II (s)= T(s) — 37 IV (s), 





habebimus 
(4 2 1-+37° 
OR m ae‘ m u 
98, Di) ai FA) 
$. 14. 
Differentiemus jam formulam (93.) respectu s tamquam variabilis, tunc 
erit & 
yau -- e-eu 
f. ug * u" log u. du 
Le dıu log rl log dıDM;: 
=-za-9.| — TA-s). sc a le a u 1 tn le 
) eu p-au" ws (2i+l)r- -a)!- ((Zi+1)r+ra)'- . 
et po s=(, exsistente ZH) = —Ü et 
e equ + g-au 2) 
| 99, ei Pr du = ‚Sec a, 
habebimus 
S( 1); ee _ pa m rn  f 
= (2i+1)2—a (2i--1)-+a 
“m 
e „AU - e „du 
cz ıf 1 
= -- sl Secza -[, eg log u. du. 
Ubicumque vero a est ad r in ratione commensurabili, integralia in dextero 
. em MIT 
membro valorem formulae (70.) (pro =) praebent. Sit igitur a = er; 


tunc obtinebimus 





n Ss u ; lost (2i+1)n— m) BER 


0 (2i+1)n—m (i+1)n-+m 

i=o 1 1 

+ log — — .8(- 1)‘ [ a EN « 
i=0 Gi+l)a— — Ai D)a+ "7 

n 
” ma ma & 
MIT en "+e n 
=— ;0.Sec. 5, — neuem . log u. du, 


unde, cum sit ex (93.) (pro s= 0) 
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„> ma mr 
r N | 1 Rn IE rn u E Pr 
RR - u. —— Be ur Tem + du = zSec 
= (2i+1)7 + (2i+1)7 nr | 
denique ex formulis (70.) citatıs: 
log(n—m) log (n+m) log ( INn—m) log (3n-Hm) log (ön—m) 
Nn—m nm 3n—m IN+mM In—m 
log (Dn-+m) 
Dtm — etc. 
I 
ızn 6+ —) 
TS. MT er a " MIT \ = =) 
=, de 9, (C +log2r) — -. SC 1)".Cos(2-1). 3,» ‚log { — 
a - n ‚(io 
. | a ( 3) | 
‚oo ) (m + n = num. ımp.) 
® \ ’ “ 
\ log (n—m) log (n-+m) log ( INn—m) log (3n-+m) log (Dn—m) 
n—m NM 3n—m 3ntm Dn—m 
los (In-+m) 
er Dntm etc. 
ar Pa 6 Pie 
: MIT '=;(n Pe; MIT (l N )) 
=— > — Sec (CÜ+log2r)—- = 1) a Ya) | 
den 27 wo n ni „v {5 
- | 
N 
(m + n = num. par), | 
alque, sı m — loco zn ponitur, 
logm , log(2n—m) _log(2n+m) log(4n—m) | log(4n-+m) 
m Dn—m 2n-+m In—m An-+m 
log(6n—m) 
6 u etc. 
In—m NE 
h il 
MT te MT 6 2m ) 
= — 5 Cosec.5-.(C+log2r)—- . $ Sin (2—1). — .log —— 
N 27 n —] 
ı I 2 2) 
2n 
(‚n = num. ımp.) 
101. 
log m log(2n—m) log (2n-+m) log( In—m) log (4n-+m) 
m 2n—m 2n-m An—m An+m 
log ((n—m) 
— — elc. 
6n—m 
r ti; 
RUE NT Ten 
MT u JB mt | ( n 
——— 3- Losec — zn (& +logr) — N) Sın (2 —1).z „log Br Er ur 
2n 7 —] ‚ I—5 
| Ko 
n 
(m = num, par). 
Ex. 1. Poste m=1,n=2, 
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3) 
logl _ log3  log5 Aog7 | 10g9  logll sc 2.73.70) 
te si“ | Ir try an v2 log | er N 
alque inde 
1. 35 9. 11.170 ieh (2.7.7 v2 


)N 
55.77.19%.158.218.... ( ell.ami \ 


Ex. m=1,n=3, fi 





loel log2 log4 log5 , 1log7  1og8 | a 
ta Ta a tr Zee zygllog de = yalor 0 


log log5 1log7 Ilogll log13 
—- — 





85 1og7 ” \3ierl. 7 )| 
i 5 7 Al a „= log ° 12. TE) 
atque inde 


4.58. 10%. 10%... 
1.5.1335, 177 .. a 
Tg. a) N 


P.S. 


Ex antecedentibus hanc etiam demonstrare licet notandam for- 
mulam 


Cos za.logl—3Cos; a log3 +4 Cosza.log5—!Coszalog7 +1Cos}a.log9 + cti 
y a i d 
u y y 1 un 1 73 „22 2 u 
= 7 (log m — C — log Cos za) — z log G+7)-fG—- z)l 
quae, quodcumque sit a< , valet. 


Upsaliae D. 1. Majı 1846. 














AO 2. Schweins, Kräfte im Raume. 


2. 


Kräfte ım Raume. 


(Von Herrn Geh. Hofr, und Professor Dr. Schweins in Heidelberg.) 


1. 


Di. Bewegung eines Kräftensystems lässt sich auf eine gerade fortgehende 
und auf eine drehende Bewegung oder Kraft zurückführen. Die erste erhält 
man durch das Parallelepipedum, dessen Kanten die Summen der Projectionen 
der Kräfte auf die Coordinaten-Axen sind. Sie ist bekanntlich für alle Puncte 
ım Raume von gleicher Grösse und gleicher (paralleler) Richtung. 

Eın anderes Parallelepipedum führt zur Grösse der drehenden Kraft, 
zur Ebene, in welcher diese drehende Kraft wirkt, und zur Richtung der 
Dreh- Axe, um welche die Drehung Statt findet. Es werden nämlich auf die 
Coordinaten-Ebenen ay, az, yz die Drehmomente der Kräfte projicirt und, 
wenn der Anfangspunct der Coordinaten der Drehpunct ist, auf den Coordi- 
naten z, y, © Theile z‘, y‘, &° nach Verhältniss der Summen N, M, L dieser 
Projectionen genommen. Diese Theile sind die Kanten des rechtwinklichten 
Parallelepipedums, dessen Diagonale nicht allein die Grösse des Drehmoments 
des ganzen Kräftensystems, sondern auch die Richtung der Dreh-Axe dieses 
Drehmoments angibt, dessen Kraft in der Ebene liegt, die senkrecht zu dieser 
Dreh-Axe ist und durch den Drehpunct geht. 

Hier habe ich die Gegenstände bezeichnet: Drehmoment, Dreh- Axe, 
Momenten-Ebene, und die durch das Durchschueiden dieser Ebenen erzeugten 
Gegenlinien, welche ich einer neuen Untersuchung unterworfen habe, deren 
reichliche und wichtige Ergebnisse ich hier bekannt mache. — Herr Professor 
Möbius hat dieselben Gegenstände in der gegenwärtigen Zeitschrift im X. Bd. 
1533, Seite 336. und in seiner Statik 1. Th. 1537 auf eine ihm ganz eigen- 
thümliche Weise behandelt, und sich dadurch ein grosses Verdienst erwor- 
ben. Mein Verfahren hat mit dem seinigen nichts gemein. Es ist nicht 


meine Absicht, Bekanntes zu geben; ich werde hievon so viel mittheilen, als 


nöthig ist, um Das, was mir angehört, verständlich zu machen, und jenen 
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selbst neue Grundlagen geben. Der Stoff ist reich genug, dass Mehrere An- 
theil nehmen können. Ich werde es anzeigen, wenn ich mit ihm in den Re- 
sultaten zusammenkomme. 

In Hinsicht der Drehmomente unterscheide ich (was bisher nicht gesche- 
hen ist) ein vollständiges von einem unvollständigen Drehmomente. Jenes ist die 
Summe der Projectionen der Drehmomente der einzelnen Kräfte auf die Ebene, 
welche ich oben Momenten-Ebene genannt habe; oder: wenn auf drei zu ein- 
ander senkrechten Ebenen, deren Durchschnitt zum Drehpunct genommen wird, 
die Drehmomente der Kräfte projicirt werden und die Summen dieser Pro- 
jectionen auf zwei dieser Ebenen = sind, so ist das Drehmoment ın der 
dritten Ebene ein vollständiges: verschwinden diese Summen aber nicht, so 
ist das Drehmoment in jeder dieser Ebenen ein unvollständiges. Zu dieser 
Unterscheidung bin ich geführt durch die Beobachtung, dass es viele Wahr- 
heiten gibt, die für ersteres, aber nicht für letzteres gelten. 


Um die Uebersicht zu erleichtern, habe ich den reichen Stoff unter 





folgende Ueberschriften gebracht: A. Vollständiges Drehmornent, und zwar 
a. Drehmoment, Momenten-Ebene und Dreh-Axe; 5. Momenten - Ebenen in 
Verbindung, und ce. Gegenlinien. B. Uneollständiges Drehmoment, und C. Ein 


Kräftensystem durch zwei Kräfte ersetzt. 


A. Vollständiges Drehmoment. 
a. Drehmoment, Momenten- Ebene und Dreh- Axe. 
2. 

Die Bezeichnung sei diejenige, welche gewöhnlich gebraucht wird; 
nämlich die Summen der Projectionen der Kräfte P, P,,..... auf die rechtwink- 
lichten Coordinaten-Axen x, y,2 seien 

SII=A, sY=B, Ei ae (, 
und die Summen der Projectionen der Drehmomente der Kräfte um den An- 
fangspunct (000) der Coordinaten auf die Coordinaten-Ebenen yz, zz, @y seien 
S(yZ—-:Y)=L, 2: X—-aZ)=M, =Z(@«Y—yX\)=N. 
Hiezu komme folgende Bezeichnung: Für den Drehpunct (x, y, 2) gehen 


L, M, N über ın 


L—-yC+z2B=L, 
N—-.,B+y,A=N.,. 
Crelle’s Journal f, d. M. Bd. XXXVII. Helft 1. 6 
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Aechnliches gilt von Z,, M,, N,, L‘, M', N‘, .... für die Drehpuncte (a, yı zı), 
(Ey 

Für die Drehpuncte (000), (©, Yo 2) (X Yızı) -»-. sollen die Drehmo- 
mente durch A, R,, R,, ...., die Momenten-Ebenen durch MI, M,, Mı,...., die 
zugehörigen Dreh-Axen durch X, X, , X, ...., die diesen Drehpuncten zugehörigen 
gerade fortgehenden Kräfte durch &, E,, Eı, «-.. (welche sämmtlich gleich sind), 
vorgestellt werden, und zuletzt durch X die Summe der Producte 


A,L+B.M+C.N=K. 


3. 

Mit Hülfe dieser Bezeichnung können für einen bestimmten Drehpunct 
das vollständige Drehmoment, die Momenten-Ebene und die Dreh-Axe in weni- 
gen Zeichen angegeben werden. Es ist nämlich für den Drehpunct (x, y, &) 
das vollständige Drehmoment 

1. R=1;+M, + N; 
die Momenten-Ebene M, ıst 
2. („— 2), + (y-y)M + @-%)N = 0 
und die Dreh-Azxe X, ist 
TE Se N 


» u A > 





4. 

Die Grundwahrheit für einen grossen Theil der Untersuchung ist die 
Unveränderlichkeit der Summe der Producte, welche durch K vorgestellt ist. 
Es ist merkwürdig, dass, obgleich A, B, € mit der Richtung des Coordinaten- 
systems, und L, M, N sowohl mit dem Drehpuncte als mit der Richtung des 
Coordinatensystems sich ändern, dıe Summe der Producte 

A.L+B.M+CN=K 
keine Aenderung erleidet. 

Dass Ä sich nicht mit dem Drehpuncte ändert, ist leicht zu beweisen; 
denn man hat nur in 

A.L, + B.M, + C.N, 
die obigen Werthe für Z,, M,, N, einzuführen. Dies gibt 
A.L+B.M+UCN,; 


es ıst also 


Kerl, .::.. 


Um aber zu beweisen, dass auch die Veränderung der Richtung der 
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Coordinaten- Axen keinen Einfluss auf K hat, werde angenommen, dass die 
neuen Coordinaten x‘, y’‘, 2’ mit den alten Coordinaten Winkel bilden, deren 


Cosinusse folgende sind: 


Mit x zZ 
4 2 
2 j ar 
X [04 pP } 
d d 4 d 
{ N, 
J < P } 
4 7) 24 m, 
y- A pP / - 


Hiedurch geht nach Dem, was sich in meiner Untersuchung über die virtuelle 
Geschwindigkeiten *) findet, 
A über in a«$ A’ + a NY’ + a'2Z', 


B - - BERHPEF + P"2Z, 
C „ " YEX —+ vs 4 .$ v'zZz, 
oder 
A.L über in («A + «B' + «"CN.L, 
B.M - - (B4' + BB’ + $"C).M, 
.N - - vA'+yB+y"C).N, 


mithın A.L+ B.M + C.N über in 
AKaL+ßBM+yN) + Bla L+ 8 M+yN) + Ca" L+B"M+y“N). 


Es sind aber die Factoren von A‘, DB’, C‘ die Summen der Projectionen von 





L, M, N auf die Ebenen y‘z‘, auf x'z‘ und auf a’y‘: werden diese durch 


“, M‘, N’ vorgestellt, so entsteht die Gleichung 


4. AL+B.M+-CN=4.1+ B.M + (C.N, 
d.h.: Die Summe der Producte AL, BM und CN ist für dasselbe Kräften- 
system sowohl von dem Drehpuncte als von der Richtung des Coordina- 


tensystems unabhängıg, und eine beständige Grösse. 


5. 

Diese Eigenschaft der Summe K ist auch der Grund, warum ich von 
ihr beginne. Ich messe .[ dividire ] sie durch das Product aus der gerade 
fortgehenden Kraft und aus dem vollständigen Drehmomente, nämlich durch 
E,.di,; so dass 

K A L bD M, Ce N, 
DRTEHFERRKRTER 
Die ersten Factoren vorstehender Producte sind die Cosinusse der Winkel, 
welche Z, oder die Diagonale des ersten Parallelepipedums —, und die zweiten 


*) Perfecta solatio problematis. 4. 1813. Heidelbergae. pag. 13. 


6* 
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Factoren sind die Cosinusse der Winkel, welche X,, die Diagonale des zweiten 
Parallelepipedums, mit den Coordinaten-Axen bildet. Das, was zur Rechten des 
Gleichheitszeichens steht, ıst also der Cosinus des Winkels, den die beiden 


Diagonalen oder die gerade fortgehende Kraft und die Dreh-Axe bilden; also 


1si ’ 
= E,), 
oder 
>. A.L+B.M+CN=K= E,.h,.cos (A, E,). 
Diese Gleichung kann auf verschiedene Weise gedeutet werden. Zuerst kann 
E, . cos (U, £ı) 
betrachtet werden als die Projection der gerade fortgehenden Kraft FE, oder 
als die Projection aller Kräfte P, P,, .... auf die Dreh-Axe U. Wird die 
Summe dieser Projectionen durch 
=P. 
vorgestellt, so ergibt sich bei dieser Betrachtungsweise aus vorstehender Glei- 
chung folgender Satz: 
6. A.L+B.M+CN=K=Kk,._P,; 

d.h.: Das Product aus dem vollständigen Drehmomente eines Puncts und 
aus der Projection aller Kräfte auf die Richtung der Dreh-Axe dieses Dreh- 
moments ist eine beständige Grösse und gleich der Summe der Producte 
AL, BM und CN. 

Dieser Satz kann benutzt werden, um durch ein einfaches Verfah- 
ren das vollständige Drehmoment einer Linie als Dreh-Axe zu finden. Man 


proJicire die sämmtlichen Kräfte auf diese Linie, und suche AR, durch die 


Gleichung ee „BR 
= BB 


Dieses Verfahren setzt aber voraus, es sei schon bekannt, dass die Linie die 
Eigenschaft einer Dreh-Axe hat; denn nicht alle Linien (wie ich später zei- 
gen werde) können Dreh-Axen sein. Wer dieses nicht beachten wollte, würde 
zu grossen Irrthümern gelangen. 

Die obige Gleichung (5.) gibt auch zu folgender Betrachtung Anlass. 
In ihr sind X und E, unveränderliche Grössen; also ıst auch das Product 

R, . cos (U, Ev) 

eine beständige Grösse und, obgleich seine Factoren von dem Drehpuncte ab- 


hangen, von diesem Drehpuncte unabhängig. Ich nehme eine Ebene an, wel- 
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che senkrecht zu der gerade fortgehenden Kraft oder senkrecht zu allen 
E, E,, Eı .... ist, und nenne sie Normal-Ebene. Im allgemeinen ist es gleich- 
gültig, durch welchen Drehpunct diese Ebene geht. 

Da nun das vorstehende Product die Projection des Drehmoments AR, 
auf eine Normal-Ebene ist, so ist durch diese Betrachtungsweise folgender Satz 


erlangt: 
7. Die Projectionen aller vollständigen Drehmomente auf eine Nor- 


) a K 
mal-Ebene sind gleich, und jede Projection ıst = —-* 


6. 


Der Winkel, welchen die Dreh-Axe X, des vollständigen Drehmoments 
R, mit der gerade fortgehenden Kraft Z, bildet, kann von 0° bis 90° wach- 
sen, also der Cosinus von 1 bis 0 abnehmen, mithin der Factor A, von seinem 
kleinsten Werthe bis ins Unendliche wachsen. Dieses führt zu der Frage: Für 
welche Drehpuncte findet das kleinste vollständige Drehmoment Statt? 
Die Drehpuncte für das kleinste vollständige Drehmoment, und dieses 
Drehmoment selbst, werden durch die Gleichung 
K,=K&.h,, 
oder durch 
(AL, + BM, + CN” =(#+BP+C)(B+M} + N). 
bestimmt. Diese nimmt auch folgende Gestalt an: 
(AM, — BL)’ + (AN, — CL) + (BN, — CM,) = 0 
und gibt zu erkennen, dass 
AM, — BL = AM — CL =BNM, — CM, =0, 
oder dass 
AM — BL+ ACz, + BCy — (A+D).,=0, 
CL — AN + AB — (#+C%)y + Bea = 0, 
BN—- CM —- (BP + CO)a,+ ABy+ ACz = 0 


ist; woraus sich folgende Gleichungen ergeben: 


AK 
m +L-(y+B2=V0, 
8. - u + M— As+ Cr =0, 
+ N— Be+ Ay=0. 


Die Drehpuncte, für welche das kleinste vollständige Drehmoment Statt findet, 
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liegen also in einer geraden Linie. Ferner geht aus diesen Gleichungen, wel- 
che auch schon bei Andern vorkommen, hervor, dass diese Linie die Rich- 


tung der gerade fortgehenden Kraft hat. Ferner gehen die Gleichungen der 
Dreh-Axe IH, _' YYı __ 3% 


L, Bar, seo 
für einen Punct (x, % 29) in dieser Linie der kleinsten Drehmomente mittels 
der eben gefundenen Gleichungen, weil x), %,, &, ihnen genügen ‘müssen, 
in folgende über: 


1 __Y-UY% __ 2%— 


Pe DT» 
Die Dreh-Axe hat also die Richtung der gerade fortgehenden Kraft und fällt 
mit dieser Linie der kleinsten vollständigen Drehmomente zusammen. Daher: 
9. Die Linie der kleinsten vollständigen Drehmomente, auch Haupt- 
drehlinie genannt, ıst die Dreh-Axe aller Drehpuncte, welche in ıhr ange- 
nommen werden. Die Momenten- Ebenen dieser Drehpuncte sind zu ihr 
senkrecht und das vollständige Drehmoment jedes Drehpuncts in ihr ist 
K AL +BM+CN 
= ee 
(A’+B?’+ 0°)° 
und gleich der Projection jedes vollständigen Drehmoments irgend eines 
Drehpuncts im Raume auf die Normal- Ebene. 
Hieraus folgt umgekehrt, dass 
10. Ku 
d.h.: Die Summe der Producte AL, BM und CN ıst gleich dem Producte 
zus der gerade fortgehenden Kraft und aus dem kleinsten vollständigen 
Drehmomente. 


_ 


ie 


Das vollständige Drehmoment jedes Puncts ausserhalb der Hauptdreh- 
linie ıst grösser, als das eben gefundene Drehmoment A,; es hangt von der 
Entfernung seines Drehpuncts von dieser Hauptdrehlinie ab, und seine Grösse 
kann durch das kleinste vollständige Drehmoment A; und durch die Entfer- 
nung seines Drehpuncts von der Hauptdrehlinie angegeben werden. Denn 
fället man aus dem Drehpuncte (a, Yo z,) auf die Hauptdrehlinie eine senk- 
rechte Linie A, so findet sich für ihre Grösse durch geeigneie Bechnungen 
die Gleichung 


Rı.E’—K? 


7 Et 4 
4 


RR = 
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und folglich, mit Berücksichtigung von (10.), die Gleichung 

11. NR: = Jh; +1”. E? oder R— R=1?E’; 
d.h.: Die Zunahmen der zweiten Potenzen der vollständigen Drehrnomente 
wachsen nach WVerhältniss der zweiten Potenzen der Entfernungen ihrer 
Drehpuncte con der Hauptdrehlinie. 

Bei Kräften ım Raume gilt also im Allgemeinen nicht das Verhältniss 
der Drehmomente, welches bei Kräften in der Ebene gilt. Nur dann, wenn 
eine Mittelkraft Statt findet, oder wenn A; = ist, findet unter den vollstän- 
digen Drehmomenten bei Kräften im Raume dasselbe Verhältniss Statt, wie bei 
Kräften in der Ebene. — Dass die Drehmomente mit der Entfernung der 
Drehpuncte von der Hauptdrehlinie wachsen, war schon bekannt; aber nicht, 
nach welchem Verhältnisse. 

Aus dem so eben gefundenen Satze folgt, dass Drehpuncte, welche 
von der Hauptdrehlinie gleich weit abstehen, gleiche vollständige Drehmo- 
mente haben. 

Nachdem das Verhältniss der vollständigen Drehmomente in Hinsicht 
ihrer Grösse gefunden, ist noch übrig, dasjenige in Hinsicht ihrer Richtung 
zu suchen. 

Bei den Drehpuncten in der Hauptdrehlinie fallen die Dreh-Axen mil 
dieser Hauptdrehlinie zusammen, und ihre Momenten-Ebenen sind senkrecht zu 
derselben. Wenn nun der Drehpunct die Hauptdrehlinie verlässt, so wird das 
vollständige Drehmoment grösser; zugleich neigt sich die Dreh-Axe und weich! 
von der Hauptdrehlinie immer mehr ab*). Man sieht dieses aus der oben 


gefundenen Gleichung 


K 
co (% E) = gm 





oder noch besser, wenn man den Cosinus in die Tangente umsetzt, nämlich aus 


° E 
12. wg E)=hr =h. AL-BMECN' 


Die Tangente dieses Winkels wächst also im Verhältniss der Entfernung des 
Drehpuncts von der Hauptdrehlinie. Die Dreh-Axe: für unendlich entfernte 
Drehpuncte wird zu einer Senkrechten auf die Hauptdrehlinie, und die Momen- 


ten-Ebene geht durch dieselbe. 


*) Herr Professor Möbius gelangt S. 141, 1. Thl. durch andere Betrachtungen zu demsel- 


ben Satze, 
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8. 


Ausser der Momenten- Ebene M,, welche durch die Gleichung (2.) an- 
gegeben wird, kommen hier noch folgende Ebenen in Betracht: 

Erstens: die Ebene, welche ich Normal-Ebene nannte; und zwar die- 
jenige, welche durch den Drehpunct (x, %, 20) geht; ihre Gleichung ist, weil 
sie zu B, senkrecht ist, folgende: 

13. (2 — x) A + (y— y,) B + (2—z)C=V0. 

Zweitens: die Ebene, welche durch die Hauptdrehlinie und durch den 
Drehpunct (=, %, 20) geht; ihre Gleichung ist 
14. (=—ı,) (EPL,—AK)+(y—y) (EM,—BK)-+(2—2) (EN, —CK)=0, und 

Drittens: die Ebene, welche durch die Dreh-Axe und durch die ge- 
rade fortgehende Kraft E, geht; ihre Gleichung ist 
15. (2 — 2) (CM,— BN)+(y— y,) (AN, — CL))+(2—2)(BL,— AM,)=V. 
Die drei Ebenen (2., 13. und 14.) durchschneiden sich in einer Linie, welche 
gen dieses Durchschnitts sind 


16 BUT. au... SUSE u, MER z—2, 
C.M,—B.N, - 4A.N—C.L, B.L,-A.M 


Die Ebene U,E, (15.) durchdringt die Momenten-Ebene N.2 in einer Linie, 


deren Gleichungen 


senkrecht zur Hauptdrehlinie ist; denn die Gleichun 














1 Bin I—T) Yy—yYo z—2) 
I» nn pp 


A.R_-L.K BR-M.K CR-N,.K 
sind, und die Normal-Ebene N 13 in einer Linie, deren Gleichungen 


18 a y—yo —2, 


E.L-AK EM-BK EN-CK' 
sind. Aus den Gleichungen (15. und 16.) geht hervor, dass die Ebene WE, 
zu der Linie, welche vom Drehpuncte (x, %, 2) auf die Hauptdrehlinie senk- 
recht gefället wird, senkrecht ist. Daher: 
19. Die Momenten- Ebene, die Normal- Ebene eines Drehpuncts, 
und die Ebene, welche durch diesen Drehpunct und durch die Hauptdreh- 





linie geht: diese drei Ebenen durchschneiden sich ın einer Linie, welche zur 
Hauptdrehlinie senkrecht ist; und zu dieser Durchschnittslinie ıst die Ebene 
senkrecht, welche durch die gerade fortgehende Kraft E, und durch die 
Dreh- Axe X, geht. 


9, 


Die Drehpuncte in der Richtung einer gerade fortgehenden Kraft ha- 


ben gleiche Drehmomente, denn sie stehen von der Hauptdrehlinie gleich weit 
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ab. Die Momenten-Ebenen dieser Drehpuncte gehen durch die Linien, welche 
von diesen Puncten senkrecht auf die Hauptdrehlinie gefället werden und unter 
sich parallel sind. Auch bilden diese Momenten - Ebenen mit der Hauptdreh- 
linie gleiche Winkel. Hieraus folgt, dass die Momenten-Ebenen dieser Dreh- 
puncte parallel sind, und dass auch ihre Dreh-Axen in einer und derselben Ebene 


liegen und parallel sınd*). Dieser Satz lässt sich auch unabhängig von obiger Be- 


trachtungsweise begründen. Ist nämlich (‘y‘z‘) eın Punct der Linie E,, so ist 





vr, _Y—y __ 3% 
er ae 
also 
> bi&—x,)-+ Ayo f Ca—2,)+Az, 
ae Sad dt art 
mithin 


=L—-yC+-z’B=L-—-yCÜ+zB=L,, 
und eben so ıst auch 
M'= M, und m’ = MN. 
Es können also 1‘, M‘, N‘ mit L,, M,, N, verwechselt werden. Die Glei- 
chungen des vollständigen Drehmoments /t‘, der Momenten-Ebene M' und der 
Dreh-Axe A‘, nämlich 
R'"= L? + M'°:+ N” 
(@—a)L’ + (y—-y)M + (2—:)N =V$, 


aa  y-y zo: 


5 u Al. A 
gehen durch diese Verwechselung in folgende über: 
h”=R+M +- N =R), 


(x — ı')L, -+ (y—ın) M,+ (2 — ı‘) N, = ®, 
EN u A ent 
Mau Tre 


aus welchen folgt, dass die Drehmomente der Puncte in der Linie E&, gleich, 
die Momenten - Ebenen parallel und auch ihre Dreh- Axen parallel sind, und 


also in einer Ebene (X, £,) liegen. 


10. 


Es ist noch übrig, auszumitteln, ob nur die Momenten-Ebenen von 
Puncten in der Richtung einer serade fortgehenden Kraft die oben gefundene 


Eigenschaft, nämlich die der Parallelität besitzen. oder ob noch andere Momen- 


*) Möbius Statik. 1. Th. S. 154. 
Crelle’s Journal f. d, M. Bd. XXXVII. Heft I. 


I 
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ten-Ebenen parallel sein können. Zu diesem Zwecke nehme man irgend zwei 
Drehpuncte (x, Yo 29), (X Yı 21), zu welchen die Momenten-Ebenen 
(.—2), + (y—y)M + (2-2) =, 
(e—a,)L, + (y—y)M, + (z2—z)N, = 0 
gehören. Sollen diese parallel sein, so müssen folgende Gleichungen zugleich 
Statt finden: 
L _M _N 
A A 
Wird nun zur Abkürzung 
L(z,— 2x) + M(y—y) + N (z1— 2) 
r A(y2ı — Yı Zu) nn Ba — 2 x) nr C (a Yyı — Yo) =f 
gesetzt, so kann diesen Bedingungsgleichungen folgende Gestalt gegeben werden: 
U/— @—2z)K=—B./+W'—-y)K=AJf— (—-a)K=V0, 
und hieraus folgt unmittelbar: 
te Ve a Te 
? ME Se 
Da nun diese Gleichungen der Linie E, angehören, so ist durch sie folgender 
Satz gewonnen: 
20. Nur die Momenten- Ebenen von Drehpuncten in der Richtung 


einer geraden fortgehenden Kraft können parallel sein. 


11. 


Aus allem Diesen geht Folgendes hervor: 

Die Drehpuncte, die in dem Mantel einer Walze liegen, deren Durchschnitt 
ein Kreis und deren Axe die Hauptdrehlinie ist, haben gleiche Drehmomente *); 
ihre Momenten-Ebenen bilden gleiche Winkel mit der Hauptdrehlinie; die 
Momenten-Ebenen derjenigen Puncte, welche in einem Umringe liegen, berüh- 
ren einen Doppelkegel, dessen Spitze und Axe in der Hauptdrehlinie liegen; 
und in der Ebene, welche den Mantel berührt, liegen alle parallele Dreh-Axen 


der Drehpuncte, die in der Berührungslinie dieses Mantels sich befinden. 


12. 


Die Dreh-Axe X, berührt den Mantel in dem Drehpuncte (x, Y, 2u); 
jede zwei Puncte dieser Dreh-Axe, die auf beiden Seiten dieses Drehpuncts 


*) Möbius, Seite 141. N. 1. 
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liegen und gleich weit von ihm abstehen, sind auch gleich weit von der 
Hauptdrehlinie entfernt, haben also gleiche Drehmomente, die aber grösser 
sind, als das Drehmoment des Berührungspuncts (x, y 2); denn ihre Dreh- 
puncte stehen von der Hauptdrehlinie weiter ab als (a, %, 2,). Daher: 

21. Zu jedem Drehpuncte gehört eme bestimmte Dreh- Awe und 
ein bestimmtes vollständiges Drehmoment; jeder andere Punct der Dreh- 
Azxe hat ein grösseres vollständiges Drehmoment, und dieses ist desto 
grösser, je weıter sein Drehpnnet von dem Berührungspuncte (x,Yo2,) absteht. 

Da hier kein freies Drehmoment ist, und verschiedenen Drehpuncten 
verschiedene Momenten -Ebenen und verschiedene Dreh-Axen angehören, so 
muss, wenn die Momenten-Ebene oder die Dreh-Axe gegeben ist, auch der 
zugehörige Drehpunct gefunden werden können. 

Das vollständige Drehmoment bestimmt nicht den Drehpunct, sondern 
nur den Mantel der Walze, in welchem der Drehpunct liegt. Dieses folgt so- 
wohl aus dem Obigen, als aus der Gleichung für das vollständige Drehmoment 

I = (L-yC+2B) + (M—z,A+2x,0)” + (L—-,B+yA), 


welche die Gleichung einer Walze mit kreisförmigem Durchschnitte ist, 





Die erste hier zu lösende Aufgabe ist: den Drehpunct der Ebene 


aatby+cz—=d 
suchen. 


Vergleicht man diese Gleichung mit der Gleichung der Momenten-Ebene 
(«—)u, + (y—-y)M + (&—2)N = 0, 
oder mit 
al, + yM, + :N = L+yM + N, 
so erhält man zur Bestimmung der Coordinaten des Drehpuncts die Gleichungen 
In _ I _ N _ 2olr 10Min N 


u) Yu en d i 
und aus diesen Gleichungen folgende Werthe: 
dA4A—cM-+IM 
\ oT gA+bB+cC 
P dB—-aN-+cL 
== J 7 aA+bB+eC ’ 
dC—bL+aM 


-_ 


“0 — gA+bB+cC ' 
Man kann selbst die Grösse des vollständigen Drehmoments A,, welches der 





gegebenen Ebene angehört, aus den Elementen der gegebenen Gleichung be- 
rechnen. Man findet, wenn man die gefundenen Werthe von x&,, %, 2, in die 


Gleichung für AR, einführt: 


7* 
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1 
23 R wrh (a? +5b°+c?)’ K. 
am PP u ’ 0 — > a . . 
aA+rbB+cE 
Es ist nicht unwichtig, hievon Anwendung auf die Coordinaten-Ebenen zu 
machen und den Drehpunct jeder dieser Ebenen aufzusuchen. Die Glei- 
chung der Ebene »y ıst 
2 —=0: 

mithin ıst @=5b=d=0, und die Coordinaten des Drehbpuncts dieser 


Ebene sınd 


M IL; 
En 


In. = 


Eben so ergeben sich für den Drehpunct der Ebene xz die Coordinaten 
N L 
=+t7%, y=Vd, Hu=—-p7’ 
und für den Drehpunct der Ebene yz die Coordinaten 
N M 
=), Yy=—-7: 9=+7T: 
\erkwürdig ıst, dass ın allen diesen drei Fällen der Gleichung 
aL+yM+:N=V 
durch die drei Werthe a,, %,, 2, Genüge geschieht. Da nun dieselbe die Glei- 
chung der Ebene des Drehmoments ist, wenn der Anfangspunct der Coordı- 
nalen zum Drehpunct angenommen wird, so haben die vier Drehpuncte fol- 
oende Eigenschaft: 

24. Die drei Drehpuncte der drei rechtwinklichten Coordinaten- 
Ebenen und ihr Durchschnittspunct biegen in einer Ebene, und der Durch- 
schnittspunet oder der Anfangspunet der Coordinaten ist der Drehpunet 
dieser Ebene ‘ 


Die vollständigen Drehmomente dieser drei Ebenen xy, @z, yz, durch 


ft, BR... R.. bezeichnet, sind nach N. 23.: 
K, K K 
‚rn > u SEE > "A Die > Be. 
U). Eon oo. # . m. B e h,: ER A 


Die vollständigen Drehmomente für die Coordinaten-Ebenen sind nicht 
N, M, L: diese sind nur die Projectionen des vollständigen Drehmoments, 


welches dem Anfangspuncte der Coordinaten als Drehpunct angehört. 
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13. 


Ich gehe jetzt zur zweiten, wichtigeren Aufgabe über, nämlich: den 
Drehpunct einer Linie suchen. 

Die Gleichungen der Linie seien 

yz=zax+t b, z=ac +5. 
Dieselben, verbunden mit den Gleichungen der Dreh-Axe, führen zu den vier 
Gleichungen 
a. == Mi, 0,5, 32:5, Yy= ar, + b, „, =a + b,, 

zwischen den drei Grössen x, Yo, 2, und diese nicht allein zu den Werthen 
dieser Grössen oder der Coordinaten des zu bestimmenden Drehpuncts, sondern 


auch zu einer Bedingungsgleichung. Wird nämlich zur Abkürzung 





26. l+ad+a=p, A+aB+aC=g, 
L—-iC+4hB=1, M-—-Ab,=m, N+Ab=n 





gesetzt, so sind die Coordinaten des Drehpuncts: 


#7. x A 2 a BE 

7 0 oder Bu 
yw= ax, + b, u = +b, 

und die Bedingungsgleichung, welche von a, b, a,, b, befriedigt werden muss, 


wenn die gegebene Linie einen Drebpunct haben oder die Linie einer Dreh- 


Axe eines vollständigen Drehmoments sein soll, ist 
28. (a/!—n) (pC—a,g) (dd—m) (pB—ag) =. 


Um die Anwendung dieser wichtigen Bedingungsgleichung zu erleichtern, gebe 
ich ıhr folgende Gestalt: 
29. G: h — p:-K=VW, 


wo 
30. h=L—/iC+ b,B + a(M — b,AÄ) + a(N+bA) 


—/+a.m+a,.n. 


ist. Es ıst gut, hier anzumerken, dass 
31. A.l+-B.m+Un=K 


ist. Hieraus geht hervor, dass man nicht nach Willkür Dreh-Axen annehmen 
kann; denn für jeden Punct gibt es zwar eine Dreh-Axe eines vollständigen 
Drehmoments, aber nicht umgekehrt für jede Linie einen Drehpunct; oder 
nicht jede Linie kann eine Dreh-Axe eines vollständigen Drehmoments sein. 


Führt man diese Werthe (27.) von a,, 0, z, in die Gleichung für 


das Drehmoment A, ein, so erhält man zuerst 
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1. _ &-aK 
I, =L—-bC+b5bB+ (—-aC+a,B)x, = nr’ 


a(Ch— ı(Ch—a,K) 








M=M—bA+(C-aAs, = er 
; —/ Bh 
M=N+bA+ (Brad =, 


und zuletzt das Drehmoment 


(1+a?) (Cha, K’+(Ah—K-+a( Bh—al)) 
er, 








32. R 


ON 


wobei noch die Bedingungsgleichung 
qg.h—p.K=V0 
berücksichtigen ist. 

Die Gleichungen (29., 27. und 32.) geben die Eigenschaft an, welche eine 
Linie haben muss, wenn sie eine Dreh-Axe eines vollständigen Drehmoments 
sein soll; ferner, wenn diese Eigenschaft vorhanden ist, wie ihr Drehpunct ge- 
[unden, und zuletzt, wie das Drehmoment selbst aus den Elementen der Glei- 
chungen der Linie berechnet wird. 

Bedenkt man, dass in einer Ebene, welche den Mantel einer Walze 
berührt, nur die Linien nach einer bestimmten Richtung Dreh-Axen sein können, 
alle übrigen Linien in dieser Ebene nicht, so kommt man bald zu der Ueber- 
zeugung, dass die Anzahl der Linien, welche zu Dreh-Axen eines vollständigen 
Drehmoments genommen werden können, im Verhältniss zu jenen, welche zu 
beseitigen sind, sehr klein ist. 

Zur Berechnung der Grösse des vollständigen Drehmoments einer Li- 
nie, als Dreh- Axe betrachtet, habe ich in (5. und 32.) zwei verschiedene Ver- 
fahrungs-Arten angegeben. Beide setzen aber voraus, dass man sich entweder 
durch die Bedingungsgleichung (28. oder 29.) von der Zuverlässigkeit der Linie 
als Dreh-Axe versichert hat, oder dass dieses durch andere Betrachtungen 
schon ausgemittelt seı. 

Um einige Anwendungen hievon zu machen, soll untersucht werden, wann 
die Coordinaten-Axen Dreh-Axen eines vollständigen Drehmoments, und wo 
ihre Drehpuncte sind. 

Die Gleichungen für die Coordinaten-Axe & sind 

yz= 0, z=V0 ; 


also st a=eaa=b=6b,—=0. Die Coordinaten-Axe x ist also nur dann 


eine Dreh-Axe eines vollständigen Drehmoments, wenn 


B.M+C.N=0 
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ist, und wenn diese Bedingung erfüllt wird, so sind die Coordinaten des Dreh- 


t: N M 
BR vu 7 =: YaVd und z,= 


Das vollständige Drehmoment dieses Drehpuncts ist nach (32.) 
R,=4. 
> i 1 ’ " 
Auf gleiche Weise findet man in (29.), 7 =bı=V, also, dass die Coordina- 


ten-Axe y nur dann eine Dreh-Axe eines vollständigen Drehmoments ist, wenn 


A.L+C.N=V0. 
ist. Das Gleiche gilt von z (in (29.), — b=(), wenn 


A.L+-B.M =V®. 
ıst. Also: 
33. Drei zu einander senkrechte und in einem Puncte sich durch- 


schneidende Linien können nicht zugleich Dreh- Axen vollständiger Dreh- 





momente sein; und nur zwei derselben, z. B. x und y, können Dreh-Awen 


sein, wenn 


A.L=—-B.M=-C.N 15t. 


14. 


Vermittelst der oben (29.) gefundenen Bedingungsgleichung kann jetzt 
auch bewiesen werden, dass die Linien, welche in einer Momenten - Ebene M, 
liegen und durch den Drehpunct (x, y, 20) gehen, keine Dreh -Axen vollstän- 
diger Drehmomente sein können. Der Beweis ist folgender. 

Wird zur Vereinfachung der Rechnung der Anfangspunct der Coordıi- 


naten zum Drebpuncte angenommen, so sind die Gleichungen für eine dieser 


Linien 
y= aa, z iS 


Da diese Linie in der Momenten - Ebene 
aL+yM+:N=V0 
liegt, so müssen die Vorzahlen a, a, der Gleichung 
L+aM+aN=V0 
genügen. Zugleich müssen a, a, die Bedingungsgleichung ( 28.) befriedigen. 


Beide Gleichungen vereint führen zu 
I++ua=0; 
was nicht möglich ist. Daher: 
34. Die Linien, welche in einer Momenten-Ebene liegen und durch 
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den Drehpunct derselben gehen, können keine Dreh-Axen con vollständigen 


Drehmomenten seın. *) 


15. 


\Venn das vollständige Drehmoment einer Ebene auf eine andere Ebene 
projicirt wird, so kann im allgemeinen diese Projection dem vollständigen 
Drehmomente, welches dieser zweiten Ebene angehört, nicht gleich sein. Es 
ist nothwendig, diese wichtige und wohl zu beachtende Wahrheit zu beweisen. 

Sind At,, Fi die vollständigen Drehmomente der Drehpuncte (x, % 2»), 
(z’yz) und 

(“—2,)I, + (y—y) M, + (2 —2)N V, 

(2—a)L'‘ + (y—-y')M' + (2—-7)N =0 
die Gleichungen ihrer Momenten-Ebenen M,, M‘, so ist der Cosinus des Win- 
kels, den diese beiden Ebenen bilden, 

cos (MM) — nn, 
mithin die Projection des Drehmoments A‘ auf die Momenten-Ebene M,: 
L,.2!'+M,.M'+N,.N' 
Enge Tran 


Dieser Bruch ıst ım allgemeinen nicht gleich dem Drehmomente AR,. Die 


35. It‘. cos (MI ie 


Fälle, in welchen diese Gleichheit Statt findet, ergeben sich aus der Gleichung 
L,.L + M,.M'+-N,:N =R. 
Damit Das, was gesucht wird, sich bald offenbare, gebe ich den L‘/, M'‘, N 
folgende Gestalt: 
L = L,— (y'—y)C+ (—z)B, 
M'= M—(:'—z2)A+ (a'—ı,)C, 
N = N —(a’—a,)B + (y'— yı) A, 
und verviellache (multiplicıre) sie mit Z,, M,, N,. Die Endgleichung ısı 
(@— au) (BN, — CM,) + (y'— y) (CI, — AN,) + (2 --z) (AM,— BL,) =V®. 


Diese Gleichung gibt, wenn x“, y', 2‘, für welche hier x, %, z gesetzt sind, als 


\ 


laufende Coordinaten betrachtet werden, eine Ebene an, die so beschaffen ist, 
dass, wenn ein Punet (x’y‘z‘) derselben als Drehpunct angenommen wird, die 


Projection seines vollständigen Drehmoments auf die Ebene M, dem vollstän- 


*) Herr Prof. Möbius nennt Seite 143. die Ebene, welche ich Momenten - Ebene nenne, Null- 
Ebene, weil das Drehmoment der Linien, welche in der Ebene }iegen und durch den Drehpunet gehen, 


= 0 ist; er nennt den Drehpunet Nullpunet. Allein der Name ist von dem Besitze und nicht von dem 
Nichtbesitze herzunehmen. 
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digen Drehmomente A, dieser Ebene gleich ist. Diese Ebene ist nach No. 15. 
die Ebene A,F%,. Daher: 

36. Die Projeclion eines vollständigen Drehmoments R’ auf die 
Ebene M, !st im allgemeinen nicht dem eollständigen Drehmomente R, 
dieser Ebene gleich, sondern nur dann, wenn der Drehpunct (x’y‘z‘) je- 
nes Drehmoments R' ın der Ebene liegt, welche den Mantel der Walze, 
deren Axe die Hauptdrehlinie ıst, im Puncte (x, yo z,), oder ın der Linie 
E, berührt. 


b. Mornenten- Ebenen in Verbindune. 
16. 


Die Gleichung der Momenten-Ebene für den Drehpunct (a,%2,) ist 
(«—a,) 1, + (y— y) M, + (2— 2) N, = 0. 
Ist (2,9%) ein Punct in dieser Ebene, so ist 
(X —2,) L,+ (Yyı—Yo) M, + (4—2) N, =V, 
oder, wenn 
L., = -— (Yo — Yı) C+(&—2)B, 
= M, — („a )A+ (9 —2,)G, 
N =N— (v—a)B+ y—y)A 


nt 
> 
| 


gesetzt wird, 

a. (v—a)lı + (yp—y)M, + (»— 3) N =d. 
Werden nun &,, %9, 2, als laufende Coordinaten angenommen, so erhält man 
die Gleichung einer Ebene 

37. (—a,)L,, + (y—yı) M, + (3—2,) N, =, 
in welcher der Punct (x, yı 21) liegt, und welche durch den Punct (x, %, z,) 
geht. Da nun diese Gleichung die Gleichung der Momenten-Ebene des Dreh- 
puncts (x Y13,) Ist, so ist folgender Satz gefunden: 

35. Die Momenten- Ebene eines Puncts einer andern Momenten- 
Ebene geht durch den Drehpunct dieser Ebene; oder: Liegt im Durch- 
schnilte zweier Ebenen der Drehpunct einer Ebene, so liegt in diesem 
Durchschnitte auch der Drehpunct der andern Ebene *) 

Diese Gleichung (37.) nimmt eine andere Gestalt an, wenn die Glei- 
chung («) von ihr abgezogen wird. Es entsteht die Gleichung 


39. (2— a) I + (y—y)Mı + (—%) N. = v, 


*) Möbius, Seite 151. 
Crelle’s Journal f, d. M. Bd. XXXVIIL Heft 1. 8 
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wodurch dieselbe Ebene ausgedrückt wird. Man kann also die Momenten-Ebene 
eines Drehpuncts (2 Yı 21)» der in der Momenten-Ebene des Drehpuncts 
(XoYo20) liegt, entweder durch die Gleichung (37.), oder durch die Gleichung 
(39.) darstellen. Aus der Gleichung (38.) folgt unmittelbar folgender Satz: 
40. Die Momenten- Ebenen aller Drehpuncte einer Ebene durch- 
schneiden sich in dem Drehpuncte dieser Ebene *). 
Umgekehrt kann behauptet werden, dass die Drehpuncte aller Momen- 
ten-Ebenen, welche sich in dem Drehpuncte (2, Yo 20) durchschneiden, in der 
Momenten-Ebene dieses Drehpuncts liegen. Denn die Gleichung einer Mo- 
menten-Ebene, deren Drehpunct (x, yı z,) ist, ist 
(»—a)L + (y—y)Mı+ (2— 2), =. 

Soll nun diese durch den gemeinschaftlichen Punct (a, yo 20) gehen, so ist 
(vv — aı)L+(Y—Yı)Mı + (ao — 3) N =®. 

Werden beide Gleichungen von einander abgezogen, so entsteht die Gleichung 
(«—2,)L, + (y—y)Mı + (2—2)N, = 0. 

Dieses ist aber die Gleichung einer Ebene (39.), deren Drehpunct in der Mo- 

menten-Ebene des Drehpuncts (2 Yo 2) liegt. Daher: 

41. Die Drehpuncte aller Ebenen, welche sich in einem Puncte 
durchschneiden, liegen in einer Ebene, und zwar in der Momenten- Ebene 
des gemeinschaftlichen Puncts **). 

Um mich kurz und bestimmt ausdrücken zu können, nenne ich alle 
Linien, welche in einer Ebene liegen und durch den Drehpunct dieser Ebene 
gehen, Strahlen. Für diese Strahlen ergibt sich aus (38.) folgende Eigen- 
schaft, die noch später ihre besondere Würdigung finden wird: 

42. Die Momenten-Ebenen aller Puncie eines Strahls durchschne:- 
den sich in diesem Strahle, und umgekehrt: die Drehpuncte aller Ebenen, 
welche sich in einem Strahle durchschneiden, liegen auch ın diesem Strahle. 

Nur die Strahlen (wie ich sie oben bezeichnet habe) besitzen diese 
Eigenschaft, und keine andere Linien; denn nicht jede Linie kann zum Strahle 
angenommen werden, oder nicht jede Linie liegt in einer Ebene und geht zu- 
gleich durch den Drehpunct dieser Ebene. Soll nämlich die Linie 

yeree eeee 
ein Strahl sein, so müssen die fünf Grössen a, a,, &y, Yo, % der Gleichung 
L,+ aM, + a, N, = 0 


*) Möbius, S. 151. 
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Genüge leisten. Ich werde sogleich diesen Gegenstand in grösserer Allge- 
meinheit behandeln. 


ci. Gegenlinien im Allgemeinen. 


17. 
Nach (40.) ist der Ort der Durchschnitte der Momenten - Ebenen aller 


Puncte, welche in einer Ebene liegen, ein Punct: der Drehpunct dieser Ebene; 
und umgekehrt: der Ort der Drehpuncte aller Ebenen, welche sich in einem 
Puncte durchschneiden, ıst eine Ebene: die Momenten-Ebene dieses Puncts. 
Es liegt jetzt die Frage sehr nahe: Vo ist der Ort der Drehpuncte von 
Ebenen, welche sich in einer Linie durchschneiden? Die Lösung dieser Auf- 
gabe ist folgende: 

Es seien 

ß. y=ax-+b, z=axc +b, 
die Gleichungen des Durchschnitts der Momenten -Ebene, und 
(«—a,)L + (y—yı)M, + (2—2)\, = 0 

die Gleichung einer dieser Momenten-Ebenen: man sucht den Ort ihres Dreh- 
puncts (a, yı 2ı). 

Da die Ebene durch die gegebene Linie gehen soll, so finden folgende 





Bedingungsgleichungen Statt: 
L,+aM+aN=0, 
a,L +yıM + „N —bM, —bN, =0, 
aus welchen sich, wenn entweder z, oder y, eliminirt wird, die Gleichungen 
einer geraden Linie ergeben, nämlich: 
a, (n(aC—a,B) — l(B—aA)) 
+ yı(n(a, A—C) — m(B—aA)) —( und 
+ n(L+aM+a N) + (6EM+b,N) (B—aA) 
a(m(aC—a,B) — !(a, A—C)) 
+ z,(m(B— aA) — n(a, A—C)) ==9; 
+ m(L+aM+a,N)+(öbM+6,N) (a, A—(C) 
wo /),m,n dieselbe Bedeutung haben, wie früher in ($. 13.). 


43. 


Dieses sind die Gleichungen einer geraden Linie, in welcher sich der 
Drehpunct jeder Ebene befindet, welche durch die gegebene Linie p geht. Daher: 

44. Der Ort der Drehpuncte aller Ebenen, welche sich in einer 
Linie durchschneiden, ist eine gerade Linie. 


8*r 
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18. 

Ich kehre die Aufgabe um, und suche den Ort der Durchschnitte 
con Momenten- Ebenen, deren Drehpuncte in einer geraden Linie liegen. 

Die Gleichungen der Linie, in welcher die Drehpuncte liegen, seien 

Y. y=as+b, z=axX0 +b. 
Sind (x, Yo2o), (X Yız) zwei Puncte der gegebenen Linie, so sind die beiden 
zugehörigen Momenten -Ebenen 
(c— x), + (y—y)M + (2— 2) N = 0, 
(<—x)L + (y—y)Mı + (2—3)N, =Vd. 
Die Gleichungen des Durchschnitts dieser beiden Ebenen sind 
x(— Bh+aK) +y(Ah—-—K)+Nh+LbK=V, 
45. x(—Ch+a,K) + z2(Ah— K) — Mh+b,K=0, 
y(—Ch+aK) + z(Bh—aK)+L+ (ab, —ab)K=VQ; 
wo h die Bedeutung in (30.) hat. 

Da diese Gleichungen unabhängig sind von den Coordinaten der beiden 
Drehpuncte, so folgt, dass alle Momenten-Ebenen sich in dieser Linie durch- 
schneiden. Daher: 

46. Alle Momenten- Ebenen, deren Drehpuncte in einer geraden 
Linie liegen, durchschneiden sich in einer und derselben geraden Linie. 

Diese beiden Linien bestimmen sich gegenseitig, Herr Prof. Möbius 
nennt sie Gegenlinien. Vergleicht man die Gleichungen (43. und 45.) mit 
einander, so findet man, dass sie identisch, dass aber ihre Elemente auf ver- 
schiedene Weise gruppirt sind. Daher: 

47. Die erste der beiden Gegenlinien enthält die Drehpuncte, deren 
Momenten-Ebenen sich in der zweiten Gegenlinie durchschneiden, und die 
zweite Gegenlinie enthält die Drehpuncte, deren Momenten- Ebenen sıch ın 


der ersten Gegenlinie durchschneiden *). 


19. 


Diese Gegenlinien verdienen eine grössere Aufmerksamkeit, als ihnen 
bisher zu Theil wurde. Ich werde hier eine ihrer Haupt - Eigenschaften ent- 
wickeln, von welcher ich später wichtige Anwendungen machen werde. Ich suche 
nämlich die Gleichungen der Linie, welche zu beiden Gegenlinien senkrecht 


ist, oder welche durch die beiden nächsten Puncte zweier Gegenlinien geht. 


*) Möbius Statik, Seite 152. 
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(% Yo 20) sei einer dieser nächsten Puncte, und 
u (3), 2 — = Au(®-- Ro) 
seien die Gleichungen der ersten, also nach No. (45.), 
x(— Bh+uK) + y(Ah— K)+ Nh+ (— un +v)K=0, 
x(—Ch+ KK) + z(Ah— K) — Mh — (— +2) K = 0 
die Gleichungen der zweiten Gegenlinie; wo 
h=1L,+ uM,-+ uN; 
ist. Die Gleichungen der Linie, welche durch ihre beiden nächsten Puncte 
geht, seien y— Y=d(e—x,), 
z — u. = Id, (C—X,). 
Es sind hier nun die Bedingungen zu suchen, welchen die Vorzahlen d und 
d, unterworfen sind. Die erste ist 
A. 1,+9.M,+0,.N, =%®; 
denn die verlangte Linie muss in der Momenten - Ebene des Puncts 
(2 Yo 2) legen. Die zweite ist 
%. 1+d.u +0. =0; 
denn die genannte Linie ist senkrecht zur ersten Gegenlinie. Und da sie 
auch zur zweiten Gegenlinie senkrecht ist, so ist die dritte Bedingung: 
Ah — K+d(— Bh+ukK) + d,—Ch+wuK) = 0 


oder 


G. A+Jd.B+d.C=V. 
Aus (X) und (6) ergeben sich für d und d, die Werthe: 


AN,—CL, BL,— AM, 


d. 0 deomENn man,’ 


und die Gleichungen der verlangten Linie sind 


48 I—T) hä .I%o En x) 


CM,—BN, AN,—-CL,  BL-AM, ’ 
also dieselben, welche früher No. 16. gefunden sind. Daher: 

49. Die Linie, welche zu zweien Gegenlinien senkrecht ist, oder 
welche durch ihre beiden nächsten Puncte geht, ist senkrecht zur Haupt- 
drehlinie und geht durch dieselbe; oder: Zwei Gegenlinien sind senkrecht 
zu einer Linie, welche senkrecht zu der Hauptdrehlinie ist und durch 
diese geht. 


Die erste Gegenlinie ist durch X,» Yo, 29, A, Uı gegeben. Die Verbin- 
dung der Gleichungen (8 und D) giebt folgende: 


a. CM, — BN, + u(AN,— CL,) + wu (BL,— AM,) = 0, 
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welche den Zusammenhang der Richtung der ersten Gegenlinie und ıhres 
nächsten Punctes (x, Yo 2,) angiebt. 


20. 


In dem Falle, wenn die beiden Gegenlinien zusammenfallen, muss 


u A —Bh+aK da — — —Ch+a,K u. nu nnd _ Lh+(ab,—a,b)K 
1 

















a Aı ab, —a,b ’ 
folglich 
B N. C M L 
—A+7)h=(-A- Dh=A+ ah = (—A+ ML = (—A— N == 6 
sein. Also muss entweder A" =0, oder 
B N C M L 
- AT mA DR RE un 


sein, Die letztere Annahme führt durch Vereinigung der Gleichungen zu der 


Endgleichung 


A.L+B.M+C.N=V0:; 
was gegen die Voraussetzung ıst. Es ist also 
h=%6. 
Nimmt man in dieser Doppellinie zwei Puncte (x, Yo 20), (Xı Yı 2) an, so ist 


2.8 Yı%o ci 21% 
u Fe IT rı—an’ 


b=y— ax, b,=ZH— A& 
Werden nun diese Werthe in die Gleichung h = gesetzt, so ergiebt sich 
(— 0), + (ey) M + (a2) =. 

Aus dieser Gleichung folgt aber, dass der Punct (x, yı z,) in der Momenten- 
Ebene M, liegt, und also die Doppellinie ein Strahl in der Momenten -Ebene 
MM, ıst. Daher: 

5l. Die Doppellinie ıst eın Strahl einer Momenten- Ebene. 

Dieses stimmt ganz mit Demjenigen überein, was am Ende von ($. 16.) 


gefunden wurde. 


21. 


Wenn aber eine der Gegenlinien die Richtung der gerade fortgehenden 
Kraft hat, so sind die Momenten-Ebenen aller Puncte dieser Linie parallel, 
und es findet entweder keine zweite Gegenlinie Statt, oder diese liegt im Un- 
endlichen. Dieses bestätigt auch die obige Rechnung; denn ist in der Gleichung 


yi B C 
(y ın $. 18.) a=5 und = ur; 


so verschwinden auch die Vorzahlen von x, Y, z in den Gleichungen (49.) 


der Gegenlinie. 
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22. 
C. Gegenlinien, welche zu einander senkrecht sind. 

Die Momenten-Ebenen aller Puncte einer Ebene M, durchschneiden 
sich in dem Puncte (x, ya 2), und von diesen Ebenen durchschneiden sich 
jene in einer geraden Linie; nämlich in einem Strahle, dessen Drehpuncte in 
diesem Strahle selbst liegen. Allein welche von diesen Momenten - Ebenen 
durchschneiden sich in der geraden Linie, die durch diesen Drehpunct 
(x, Yo 20) geht und senkrecht zu der Ebene M, ist? oder: welche Momenten- 
Ebenen durchschneiden sich in X,, der Dreh-Axe der Ebene M,? 

Zur Beantwortung dieser Frage kann man von der Eigenschaft zweier 
senkrechter Linien (hier Gegenlinien), oder von der Eigenschaft zweier senk- 
rechten Ebenen ausgehen. Es soll der letzte Weg gewählt werden. Die Glei- 
chung der Ebene WM, ist 

(«—x,)L, + (Y-y)M + (2—-2)M = 0; 
und ist (&, Yı 2) ein Punct dieser Ebene, so ist 
(e—x,)L + (y—ym)Mı + (z—2)N, = V 
die Gleichung seiner Momenten-Ebene. Die Bedingungsgleichung für den 
senkrechten Stand dieser Ebene ist 
L,:.L+M,.M, + N,.N, =V®. 
Die Grössen L,, M,, N, ersetze ich durch andere, nemlich durch 
L(kK(y-y)C+aa)B | 
+ MM — (3, —z)A1+ (m —x)C) =, 
+ N (N —(n—x)B+ (Yı-Yyo) A) 
und vertausche &,, Yı, 2 gegen x, y, z. Die Gleichung, welche hierdurch 
entsteht, ıst 
52. (e—x,) (CM,— BN,) + (y—y,) (AN — CL,) 
+ («—2) (BL,—- AM) +R =Vd. 
Sıe drückt eine Ebene aus, welche so beschaffen ist, dass, wenn ein Punct der- 
selben zum Drehpuncte genommen wird, seine Momenten-Ebene zu der Mo- 
menten-Ebene M, senkrecht ist, und zwar durch W,, durch die Axe dieser 


Momenten - Ebene geht. 
Diese Ebene (52.) ist parallel zu der Ebene X, E, (15.), also auch 


parallel zu der Hauptdrehlinie. 
Die Momenten-Ebene M, wird von der Ebene (52.) in einer Linie 
durchschnitten, welche durch folgende Gleichungen ausgedrückt wird: 
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(2—2,) (BRR— M,K) — (y— v) AR —-L,K)- N, R=V0, 
53. (»—2,) (CE — NK) — (2%) (ARR— LK) + M,R: =V0, 
(y—y) (CR —N,K) — (e—z,) (BRE—M,K)— LR: =0. 
Dies sind die Gleichungen einer Linie, welche in der Momenten-Ebene M, 
liegt, und so beschaffen ıst, dass die Momenten-Ebenen ihrer Puncte senkrecht 
zu der Ebene M, sind und durch die Dreh-Axe X, derselben gehen, und dass 
mithin die Dreh-Axen dieser Momenten-Ebenen in der Ebene M, liegen. 
Diese Linie (53.) und die Dreh-Axe A, sind zwei zu einander senk- 
rechte Gegenlinien. 
Die Gleichungen (53.) enthalten A,, das Drehmoment der Ebene M,. 
Ich suche den Zusammenhang dieses Drehmoments mit den Drehmomenten 
der eben erwähnten senkrechten Momenten-Ebenen, und gebe deshalb diesen 
Gleichungen folgende Gestalt: 
M(N—Ba+Ay) = K—(@—,)M, + (y—yo)L,), 
u(M— Az+Ca) = K(+(2—a, N — (2 — 20) Lo), 
u(L—Cy + Bz) = K(- (y—y)N + (z— 2) M)). 
Ich wähle einen bestimmten Punct (x, Yı z,) dieser Linie, und setze deshalb 
diese bestimmten Coordinaten statt der allgemeinen x, y, z. Die Factoren von 
R} werden hiedurch N,, M,, L,. Ich vervielfache (multiplicire) die Gleichun- 
gen mit sich selbst, und zähle sie zusammen. Dies giebt 
k(LI+M?+N) = RBK’la— x) + (Yı-Yo) + (8 —%0)°) 
K’la a) Io + (Yı—yYo) M, + (3 — 2%) N)”. 
Wird nun die Entfernung der beiden Puncte (x,Yyo%), (X Yızı) = rı gesetzt, 
so ist der Factor von RK”, =r}. Der letzte Theil verschwindet; denn (x, yYı%,) 
liegt in der Ebene My. Ich erhalte hiedurch den merkwürdigen Satz: 
>4. 2 Mean: 
d.h.: Das Product der beiden vollständigen Drehmomente zweier zu eın- 
ander senkrechter Momenten-Ebenen, deren Drehpuncte in ihrem gemein- 
samen Durchschnitte biegen, gleicht dem Producte aus dem Abstande der 
beiden Drehpuncte und aus der beständigen Grösse K oder AL+B.M+C.N. 


23. 
Jede Linie hat eine Gegenlinie ($$. 17. 18.), aber nicht jede Linie hat 


einen Drehpunct. Ist es aber möglich, dass eine der beiden Gegenlinien einen 


Drehpunct hat, ohne dass die andere Gegenlinie einen Drehpunct besässe? Ich 
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werde diese Frage untersuchen, und beweisen, dass nie eine allein diese Eigen- 
schaft hat. Sind 
y=ax+b, s=ar+b, 
die Gleichungen der ersten Gegenlinie, so muss, im Fall sie einen Drehpunct hat, 
g.h—- p.K=V0 
sein. Die Gleichungen der zweiten Gegenlinie giebt (45.). Die Bedingungsglei- 
chung, welche Statt finden muss, wenn auch diese Linie einen Drehpunct 


haben soll, erhält man, wenn man in den Gleichungen (26., 29. und 30.) 
Bh-aK — Nh—bK Ch—a,K Mh—b,K 
REN N Ag Amy 

setzt. Hierdurch gehen p, g, /, m, n in pı, 91, Z, m,, n,, h, über und die Be- 


a. 


dingungsgleichung (29.) in 
Yh—pK=V0. 
Es findet sich 








_ 1W.E?+p.K’—2g.h.K __h.E’—q.K 
p= (Ak—K)® a ° 
_ (&-DK —mK —nK h.K 








un AK’ MT NK’ u EG h= Mk’ 


und zuletzt 
K?(g.h—p.K) 
hl —- pR= Tm_Ky 





Ist also gh—pK=0, so ist auch ,hA— pH =0. Daher: 

55. Hat eine der beiden Gegenlinien einen Drehpunct, so hat auch 
die andere Gegenlinie einen Drehpunct. 

Die Gegenlinien zerfallen also in zwei Arten: in solche, welche keinen 
Drehpunct haben, und in solche, deren jede einen Drehpunct hat. 

Bei den letztern, deren jede Gegenlinie einen Drehpunct hat, kann, 


wenn 
y=as+b, z=axH+b, 
die Gleichungen der ersten Gegenlinie sind, da 
hu 2e 
q 


ist, den Gleichungen der zweiten Gegenlinie folgende Gestalt gegeben werden: 
a(Bp—ag) — yAr—g)—- m —-bg=V, 
96. a(Cp—a,g) — 2(Ap—g) + Mp —ug =), 
y(Cp—a,g) — z(Bp—ag) — Lg — (ab, — ab)p =, 
wo, wie früher festgesetzt, 
l+d+a=p, A+raB+ral=g ist. 
Crelle’s Journal f. d, M. Bd. XXXVII. Heft I. ) 
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24. 


Aus den Gleichungen für die beiden Gegenlinien in ($. 18.) ergiebt sich 
der Winkel, den sie bilden. Wird dieser durch (Gg) bezeichnet, so ist 
h.ga—-p.K 
p}.(RE?+pK?’—2ghK)% y 
wo », 9, h die frühere Bedeutung haben. 
Ist nun Ay —pK=0, so ist dieser Winkel = 90°. In diesem Falle 
haben aber die Gegenlinien die Eigenschaft der Dreh-Axen; daher: 


58. Haben die Gegenlinien die Eigenschaft der Dreh- Axen, so 





97. cos (Gg) = 


sind sie zu einander senkrecht; und umgekehrt: sind die Gegenlinien zu 
einander senkrecht, so haben sie die Eigenschaft der Dreh- Axen. 

Der Drehpunct (a, Yo 2) bestimmt die Dreh-Axe (3.), und zugleich 
die Gegenlinie (58.), welche zu jener senkrecht ist. Daher: 

59. Ein Punct, als Drehpunct angenommen, bestimmt zwei zuge- 
hörıge zu einander senkrechte Gegenlinien. 

Da die Gegenlinien, welche zu einander senkrecht sind, die Eigenschaft 
der Dreh-Axen haben, so ist, wenn (2%) Yo 2) der Drehpunct der ersten und 
(© Yı %) der Drehpunct der zweiten Gegenlinie ist, nach (9.): 

K=h,.E.cos (gE) = R,.E.cos (GE), 
mithin 
We eh, 


Ri + RR (cos(gE) + cos(@E)?). 


Da nun die Gegenlinien sich in einer zur Hauptdrehlinie senkrechten Linie 
durchschneiden, so ergänzen sich die Winkel (gE) und (@E) zu 90°, daher 
der letzte Factor =1 ist. Es ist folglich 


1 u E\? 
0 Hrm> ( x)" 
Wird diese Gleichung mit dem früher gefundenen Satze ın Betreff des klein- 


sten Drehmoments AR, (9.) in Verbindung gebracht, so erhält man die Glei- 


chung 


a Zu Re? | Ra: _ 
61. R: t+a=m oder R.) +(7) _. l, 


und in Verbindung mit dem Satze (56.) folgende: 
62. R+R=r.E; 


wo r der kleinste Abstand der Gegenlinien ist. 
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B. Unvollständiges Drehmoment. 
25. 


Nur die Puncte einer zur Hauptdrehlinie parallelen Linie ha- 
ben gleiche vollständige Drehmomente; die vollständigen Drehmomente der 
Puncte jeder andern Linie sind ungleich. Unter diesen ist bei einer Linie 
A, welche die Eigenschaft einer Dreh-Axe hat, dasjenige vollständige Drehmo- 
ment das kleinste, welches dem Drehpuncte der Linie A angehört, und dessen 
Momenten-Ebene zu der Linie A senkrecht ist. Wenn die vollständigen Dreh- 
momente der übrigen Puncte dieser Linie A auf die Ebene dieses kleinsten 
vollständigen Drehmoments oder auf eine Ebene, die zu der Linie 4 senkrecht 
ist, projicirt werden, so sind alle diese Projectionen gleich; und zwar gleich 
dem genannten kleinsten vollständigen Drehmomente (36.). 

Bei einer andern Linie 2‘, welche die Eigenschaft einer Dreh-Axe 
nicht hat, haben die Puncte derselben, als Drehpuncte, auch verschiedene voll- 
ständige Drehmomente; diese sind bei den Puncten, welche der Hauptdrehlinie 
des Kräftensystems näher liegen, kleiner als bei den entfernteren Puncten. 
Aber keine Momenten-Ebene, welche einem Puncte dieser Linie angehört, kann 
senkrecht zu dieser Linie 2‘ sein. Auch beı dieser Linie %&° werde ich die voll- 
ständigen Drehmomente ihrer Puncte auf eine Ebene projiciren, die senkrecht 
zu dieser Linie ist, und zeigen, dass alle diese Projectionen gleich sind. 

In dieser Linie 2° werde ein Punct (x, Yo %,) angenommen, und durch 
diesen Punct eine Ebene gesetzt, senkrecht zu der genannten Linie; X, sei seine 
Dreh-Axe, A, sein vollständiges Drehmoment und Y die Projection dieses 
Drehmoments auf die erwähnte Ebene. Diese Projection kann angegeben wer- 


den durch 
63. V=R,.cos (U*%), 


oder wenn 


cos (A,2‘) = cos (Ay x) cos(z'r) + cos(A,y) cos(2y) + cos (A,x) cos(z’z 


L M, N, 
= 7. c0s(? a)+n .cos(y)+R, . cos(z'x 


gesetzt wird, durch 
64. V = L,.cos(z'x) + M,.cos(z'y) + N. cos (?’r). 
Ich werde nun nachweisen, dass / sich nicht ändert, wenn ein anderer Punct 


(a Yı 2) in derselben Linie 2° angenommen wird. Zu diesem Zwecke ist es 


nöthig, zu zeigen, dass 


(L,—L,) cos (zw) + (M,— M,) cos (z‘y) + (N — N) cos(2’z) = 0 ist. 
Q * 
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Ich nehme an, dass 


y=ax+ 5, z=ax +b, 
die Gleichungen der Linie 2° seien, dass also auch 
Yı =, Ya 21 —%,), 2, u = a(&, — x), 
1 a a 
cos (37) = „> cos (#'y) =, cos (22) = —, 
p2 p 2 


mithin 
L—- L=y-y) C—- (&—%)B= (1 —x,) (aC —a,B), 
M,— M, = (&—2%) A — (3 —%)C = (1 —%) (a A—C), 
N, — M = (1 —a)B — (y—y)A= (a — x) (B—ualA) sei. 
Diese Werthe in die obige Gleichung gesetzt, geben 


=. 
Daher: 


65. FVenn die eollständigen Drehmomente der Puncte einer Linie 
auf eine Ebene, welche senkrecht zu dieser Linie ist, projieirt werden, so 
sind alle diese Projectionen gleich. 

Diese Projection F ist das unvollständige Drehmoment, oder kurz, das 
Drehmoment einer Linie, welches entweder durch das Product (63.), oder durch 
die drei Producte (64.) angegeben werden kann. 


26. 


Ich werde jetzt zeigen, wie das unvollständige Drehmoment einer Linie, 
welche in einer Ebene liegt, aus dem Drehmomente dieser Ebene hergeleitet 
werden kann. 

Es sei € der Drehpunct der Ebene M,, AB die Linie in dieser Ebene, 
welche die Drehpuncte enthält, deren Dreh-Axen in dieser Ebene liegen (53.); 
EG sei eine dieser Dreh-Axen. Der Abstand EC sei =r. Ich suche das 
Drehmoment der Linie EF, welche in dieser Ebene liegt, mit der Dreh- Axe 
EG den Winkel « bildet, und deren Abstand von C, = u ıst. 

Ist 7 das unvollständige Drehmoment der Linie EF, und A, das Dreh- 


moment des Puncts E, so ıst 


u.R 
V=R.cosu=.. 


Tr 


Diese und die Gleichung (54.) vereint, geben 


” K 
66. FE ZU. R,' 


Nach _ dieser Gleichung kann das unvollständige Drehmoment einer Linie aus 
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dem Drehmomente A, einer Ebene, in welcher die Linie liegend angenommen 
wird, und aus uw, dem Abstande der Linie von dem Drehpuncte C der Ebene, 


gefunden werden. 


27. 


Von der Gleichung (66.) lassen sich schöne Anwendungen auf die Ge- 
genlinien machen. Zuerst nehme ich zwei Puncte (x, %, %,) und (=, yı 2%) 
in einer und derselben Linie an, und fälle von ihnen Senkrechte ı,, u, auf 
ihre Gegenlinie. Ist nun F/, das unvollständige Drehmoment dieser Gegenlinie, 


so ıst nach (66.) 
K K 
Fı=uw.p, und auch € 
mithin 


m U 0 __ U R, __% . 
67. A © oder ee 





d. h.: Die vollständigen Drehmomente zweier Drehpuncte einer Linie messen 
sich so oft [sind dieselben Vielfachen von einander | wie die senkrechten 
Linien, welche von diesen Drehpuncten auf ihre Gegenlinie gefället werden. 


28. 


Es sei Y/, das unvollständige Drehmoment der ersten und Y, das der 
zweiten Gegenlinie; 
(x Y; 2%) sei ein Punct in der ersten und (x, %, %,) ein Punct in der zweiten; 
u, die Senkrechte, von (x, %, %) auf die zweite, und 
u, die Senkrechte, von (2, % 2) auf die erste Gegenlinie gefället. 
Es ist nach (70.) 
V,.Ro V,.R, 


68. in u u u 


Uo Ur ’ 
d.h.: Das Product aus dem eollständıgen Drehmomente eines Puncts 
einer Linie und aus dem uneollständigen Drehmomente der Gegenlinie, ge- 
messen [dieidirt] durch den Abstand des Puncts von dieser Gegenlinie, 
ıst eine beständige Grösse, und zwar =K. 
Sind nun (&, % %) und (x, %ı %) die beiden Puncte, in welchen die 
Linie, die zu beiden Gegenlinien senkrecht ist, diese Gegenlinien durchschnei- 


det, so ist „= u,, mithin 


| % _ Rı 
69. Al 708, 


d.h.: Die unvollständigen Drehmomente zweier Gegenlinien messen sich 
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so oft [sind dieselben WVielfachen eon einander] wie die Drehmomente 
der beiden Endpuncte des kürzesten Absiandes der beiden Gegenlinien. 

Zuletzt bezeichne ich die erste Linie mit @,, die zweite mit @,, und 
verbinde mit der so eben gefundenen Gleichung den frühern Satz (63.), nemlich: 

vr, A,. c0(4,G,), Fı= Hy. cos (A,G)). 
Dies giebt folgende Gleichung: 
w. (U %) = (U G1), 

d.h.: Die Dreh- Axen der Endpuncte des kürzesten Abstandes der beiden 
Gegenlinien bilden mit den Gegenlinien gleiche Winkel. 


29. 


Ausser dem Kräftensysteme P,, P,,.... werde noch eine Kraft Q,, in 


einer Linie g am Angriffspuncte (x, % 2) wirkend, angenommen. Die Pro- 
jectionen dieser Kraft auf die Coordinaten - Axen x, y, z seien durch 


Or ’ OÖ, D 0; 


und die unvollständigen Drehmomente dieser Kraft Q, um die Axen x, y, z 


durch O,s; Oz, Ozry 
bezeichnet. Das unvollständige Drehmoment des ganzen Kräftensystems 
P,, Pı,.... um die Axe g ist 


V,= L,. cos (gx@) 4- M,.cos(gy) + N,. cos (g2). 
Wird diese Gleichung mit Q, vervielfacht [multiplicirt] und berücksichtigt, dass 
OD. cos(ga) = 0%, Q,. cos (gy) = Qy, V.co(g)=R: 

ist, so ergiebt sich die Gleichung 

P.Q= Qe(L-nC+nB)+ QyM-n4A+2,C)+ QeN—,B+yA) 
= Q.L+ Q,M+QN+ A YB:—EQ) + BEBE I) + CA — YQ>). 
Die Unterschiede der vorstehenden Producte sind die mit Oys, Oz, Ozy be- 
zeichneten unvollständigen Drehmomente der Kraft Q,. Es ist folglich 


71. Fr. %= A. Qy + B.Q0u:+ C.QO2y+ Q0z.L+ Q,.M+ O:;.N. 
Hier bedeuten 


A, B, € die Projectionen aller Kräfte P.... auf x, y, z; 


O:, O,; 0; ” - der Kraft 107 .... Pe DE u 9- 
u u - aller Drehmomente von P,,P,,.... um die Axe z,y,2; 
Oys, Oz, Ozy - - des Drehmoments der Kraft), - - - ---; 


Die erstern mit den letztern und die zweiten mit den dritten vervielfacht 


[multiplicirt], geben Producte, deren Summe gleich ist dem Producte aus der 
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Kraft O, und aus dem unvollständigen Drehmomente des ganzen Kräftensystems 
P, P,,.... um die Axe g, in welcher die Kraft Q, wirkt. 

Dieser Satz ist die Grundlage eines viel allgemeineren, welcher entsteht, 
wenn mehrere Kräfte &, Qı, .... in verschiedenen Richtungen 9, 91, .... an 
verschiedenen Angriffspuncten wirkend angenommen werden, und wenn jede 
Kraft O,, O,, .... mit dem unvollständigen Drehmomente der Kräfte P,,P\,.... 
um die Axen 99, 91, +-+-, in welchen die Kräfte Q,, Q,, .... wirken, verviel- 
facht [multiplicirt] wird. Es entstehen eben so viele Gleichungen, als oben ge- 
{unden; ihre Summe. ist 
E(V.O)= 4.20% + B.202:+ CC. 20, + L.20:+M.20,+N.30;, 


oder, wenn 


S0O:, E0Q,, =0; durch A‘, BD, C 
und SOys. Oz, XQzy durch L‘, M‘, N 


bezeichnet werden: 
72. Vo: HT ı: a + FR. + .... 
— A.L' + B.M'+C.N + 41.L+B.M + CN. 


Diese Gleichung ist merkwürdig; es sind nämlich zwei Kräftensysteme P, ...., 
und (),..... vorhanden; die ersteren werden auf Ebenen, welche senkrecht zu 
den letzteren oder senkrecht zu 9, 91, .... sind, projicirt, und dann werden 
die so entstandenen unvollständigen Drehmomente derselben mit der Kraft, 
worauf die Ebene senkrecht ist, vervielfacht [multiplicirt]. Die Summe dieser 
Producte gleicht den Producten, die entstehen, wenn 
AB cc m IL _M,.# 

und A, B,C mt LM N 

multiplicirt werden. 


Wenn die Kräfte &, ®&, .... im Gleichgewicht sind, so ist 
A'"=B=C'=-L’=-M=N=0, 


und also 


3. DA+FAHNQ+..—0; 


d.h.: Wenn Kräfte Q,, Qı, .... im Gleichgewicht sind, und jede Kraft als 
Axe eines andern Kräftensystems P, P,, .... betrachtet wird, wodurch eben 
so viele unvollständige Drehmomente als Axen oder als Kräfte Q,, Qı, ..- 
entstehen, und wenn jedes dieser uneollständigen Drehmomente mit der 
Kraft, welche längst der zugehörigen Axe wirkt, multipliirt wird, so ist 
die Summe dieser Producte =. 
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Herr Prof. Möbius findet Seite 164, 1. Thl. seiner Statik diesen spe- 
ciellen Fall. 

Wenn @%, Q, :... und P,, Pı, :..» ihre Rollen wechseln, so entstehen 
dieselben Producte, wie in (72.); daher ist 
74. Va. HV: A + MV: %+...=U,.P, + U,.P, +U,P,-+.... 

— A.L + B.M'+C.N+4.L+-B.M-+C'N; 

wo 
V,,V ,, ... die unvollständigen Drehmomente der Kräfte P,, P,, ... bedeuten, 
um die Axen 9, 91, «..-, In welchen die Kräfte Q,, Qı, .... wirken, und 
U,, U}, .... die unvollständigen Drehmomente der Kräfte Q,, Q,, .... um die 
Axen P1, Pr; »--., In welchen die Kräfte P,, Pı, .... wirken. 

Zu diesem allgemeinsten Satze bin ich gekommen, indem ich nicht 
vom Gleichgewichte ausging. 


C. Ein Kräftensystem durch zwei andere Kräfte ersetzt. 
30. 


Von diesem Gegenstande habe ich in Heft 3., Band 32. dieser 
Zeitschrift den Hauptsatz veröffentlicht, nämlich: Die beiden Kräfte, wo- 
durch ein Kräftensystem ersetzt werden kann, oder welche diesem das 
Gleichgewicht halten, gehen senkrecht durch einen Hebelsarm, der an der 
Hauptdrehlinie senkrecht befestigt ist. Ich will diesen Satz auf den, wel- 
chen ich oben bei den Gegenlinien gefunden, zurückführen, und zugleich 
mehrere andere beifügen. 

Q,, Q, sind auch hier die beiden in Rede stehenden Kräfte; X,, X,,, 
Y,, Y,,, Z,, Z, sind ihre Seitenkräfte, und 

A=X,+Ä,; B=Y,+Y,, C=Z-+Z,, 
L=yZ—3Y,+ y,Z, — 2, Y,; 
M=2,X,— 2,Z,+2,X,— 2,2; 
N=2Y,—yXA,+2,/,— YA, 
ihre Bedingungsgleichungen. Aus diesen erhält man durch Elimination die 
Gleichung 
75. L(xz,—x,) + M(y,—y,„) + N (z,— 2,,) 
— A (y,2,— Yn2,) + B(2,2,— 2,2%) + C(&,y,— &,Y,). 


welche auch folgende Gestalt annehmen kann: 
76. (x,— %,,) L, nu (y,—y„)M, + (z2,—2,) N, —=U, 
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oder 

77. (2,—a,)L’' + (y„—-y)M' + (z,—z,)N = 0. 
Zwei Kräfte ©, Q/, die durch den Anfangspunct der Coordinaten gehen, den 
Kräften @,, Q,, gleich und parallel sind, und der Mittelkraft E das Gleichge- 
wicht halten, werden, wie auch am angeführten Orte geschehen, zu Hülfe 
genommen. 

Ist der Punct (x, Y,2,) fest, und sind x,, y,, z, veränderlich, so giebt 
die Gleichung (76.) eine Ebene M,, an, deren Drehpunct dieser feste Punct 
ist, und in welcher zugleich der Punet (z,y,2,) liegt. 

Ist der Punct (x, y,z,) fest, und sind »,,, %,,, z, veränderlich, so giebt 
die Gleichung (77.) eine Ebene M, an, deren Drehpunct (x, y,z,) ist, und 
welche durch den Punct (x, y,2,) geht. 

Die Angriffspuncte der beiden Kräfte Q,, 9, liegen also in dem Durch- 
schnitte der beiden Momenten-Ebenen M, und M,, oder der Ebenen (76., 77.). 

Dass @, in der Ebene (76.) und Q, in der Ebene %, liegt, ergiebt sich 
auf folgende Weise: Ich lege die Gleichung 

x.L,+y.M,+z2.N,=V 
zum Grunde. Sie giebt eine Ebene an, welche zu der Ebene (76.) parallel ist 
und durch den Anfangspunct der Coordinaten geht. Ihr geschieht Genüge, 
wenn ÄA,, Y,,Z, statt x, y,2 gesetzt werden; in ihr liegt also die Kraft Q. 
Da nun Q, zu Q, parallel und auch die Ebene (76.) zu dieser Ebene parallel 
ist, und da in der Ebene (76.) der Angriffspunct (x, y,z,) von ®, liegt, so 
liegt auch die Kraft ®, in der Ebene (76.). 

Eben so wird bewiesen, dass die Kraft @,, in der Ebene (77.) liegt. Daher: 

78. Die Kräfte Q,, Q,, liegen in dem Durchschnitte zweier Momen- 
ten-Ebenen M,, M,,, welche durch die Gleichungen (76. und 77.) angegeben 
werden; und zwar biegt Q, ın der Ebene N, und Q, in der kbene W,. 


31. 


Es ist noch übrig, zu beweisen, dass die beiden Linien, in welchen die 
Kräfte @,, @, wirken, Gegenlinien sind *). Von diesem Satze lässt sich, da jetzt 
die Gleichungen für Gegenlinien entwickelt sind, folgender Beweis geben: 
Die Gleichungen der ersten Gegenlinie sind 





—— 


*) Möbius, Journal der Math., Bd. X., Seite 338. 
Crelle’s Journal f,. d. M. Bd. XXXVIIL Heft 1. 40 
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4 
6 N—x2,Y,+y,X Z, M—z2, X,+x2,Z 
y— ——. I — —— Be zZ. + —— ; 
i X, X,, X, X, 


mithin ıst nach ($. 18.): 





— Y, Z,, / —N+7, Y—y,X, / M-;, ‚+2,Z, h 
ED: ra EB, y n. . Zn, 
X, 5 . A, i X, ’ ’ X, 


Werden nun diese Werthe von a, a,, b, b' ın die Gleichungen (43. oder 45.) 


eingeführt, so entstehen, nach gehörigen Reductionen, für die zweite Gegenlinie 


die Gleichungen 


LT, Yy-y, 232, 
—— = Zoo —., 
X Y, z, 


Diese sind aber die Gleichungen der Linie, in welcher die Kraft @, liegt. Daher: 
79. Die beiden Kräfte Q,, Q,,, durch welche das Kräftensy stem er- 
setzt werden kann, wirken in zwei Gegenlinien. 
Mit dieser Eigenschaft ist nach (49.) nothwendig folgende verbunden: 
50. Die beiden Linien, ın welchen die das Kräftensystem_ersetzen- 
den Kräfte ©,, Q, wirken, sind senkrecht zu einer Linie, welche rechtwink- 


licht die Haupidrehlinie durchdringt. 


32. 
Zu den Momenten der Kräfte @,, @, übergehend, bezeichne ich die 
Linien, in welchen sie wirken, mit g,, 9„, das unvollständige Drehmoment 
der Kraft @, um die Axe g, mit 7‘, und das Drehmoment der Kraft @, um 
die Axe G„ mit F*. Es ıst 
F'=L‘.cos(Q,x) + M'.cos(Q,y) + N’.cos(Q,z), 
wo L, = (y„—Y) 7, — (2,2); 
M,= (z,—2,) A, — (x,— x,)Z,,, 
N = (a,—x)Y, — y„— WA, 


\ X } , @, 
und cos(Q,x) mer D; cos(AQ, Y) — 0, cos(@, 2) En A 


r 


Wird die Multiplication wirklich vorgenommen, so entstehen dieselben Pro- 
Jducte, als wenn die Gleichungen im Anfange des ($. 30.) mit X,+A,,Y, +3, 


Z,+Z, vervielfacht werden. Das Gleiche entsteht bei VW“, daher: 


S1. 0.V'=-0,V"=-A.L+B.M+CN=K, 


Ih ® 


d. h.: Sind q,, q, die Linien, in welchen die Kräfte Q,, Q,, wirken, so ıst 
das Product aus dem uneollständigen Drehmomente von Q,, um dıe Axe 
q, und aus der Kraft @, gleich dem uneollständigen Drehrnomente von Q, 
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um die Axe q, und aus der Kraft Q,, und gleich der Summe der Producte 
A.L+B.M+C.N?). 

Der Satz lässt sich noch auf eine andere Weise begründen. Vom An- 
fangspuncte der Coordinaten fälle man senkrechte Linien S,, S, auf die bei- 
den parallelen Ebenen (in dem 3. Hefte des 32. Bandes dieser Zeitschrift, 
Seite 227. mit (3. und 9.) bezeichnet), in welchen die Kräfte Q, und @, lie- 
gen; dann ist 

2 i __(L.X,+M.Y,+N.Z,) | 

8, = (VZ-VZys+@X,-Z. XP XV -XTy 
Dem Nenner kann folgende Gestalt hi werden: 

(A?’+1?’+Z) X+-7+Z) — (A,A,„+YY,+ZZ,)". 
Das erste Product ist = 0. 0°; das zweite ist 
— 00° (cos (0, x) cos(Q,,x) + cos (Q, y)cos(Q, y) + cos(0,:)cos(@,,z)) 
—= 0,.0°.cos(0,Q,)’. 
Der Nenner ist also = 0,0? (1—.cos(0,0,)) = 00° sin(Q,Q,), Es ist 
daher der Zähler 
L.A,+ M.Y, + N.Z, = S$,.0,.0,.sin (0, 0.,. 











Eben so ist 
L.A,+ M.Y, + \N.Z, = S,.0,.0,.sın(0,0,). 
Beide Gleichungen, durch Zusammenzählen vereint, geben folgende: 
52. A.L+B.M+C.N=(8S+S,).0,.0,.sın(0,0,). 

5, + S,, ist der Abstand der beiden parallelen Ebenen, in welchen die Kräfte 
liegen, und gleich dem senkrechten Abstande der beiden Linien 4,, RD 
ist daher 

(S,+S,).@, . sin (Q,@,) 
das Drehmoment der Kraft @, um die Axe g, und 

(S,+S,).@,. sın (Q,Q,,) 
das Drehmoment der Kraft @, um die Axe g,. Wird nun jenes mit @, und 
dieses mit @, multiplicirt, so entsteht aus (82.) die Gleichung (81.); jene hai 


also mit dieser dieselbe Bedeutung. 


Vor allem ist der Fall zu würdigen, wenn die beiden Kräfte @,, @,. 
durch welche das Kräffensystem ersetzt werden soll, zu einander senk- 


recht sind; denn in diesem Falle finden merkwürdige Relationen Statt. Zuerst 


*) Diesen Satz gab zuerst H. Chasles im XVIII. Bd. No, 12. der Annalen von Gergonne. 
1 * 
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bemerke ich, dass nach dem Früheren die Linien 4,, 9,, in welchen die Kräfte 
@,, @, wirken, die Eigenschaft der Dreh-Axen haben und dass die vollständigen 
Drehmomente dieser beiden Dreh-Axen die Drehmomente der Endpuncte des 
kürzesten Abstandes dieser beiden Linien q,, g,, oder die Drehmomente jener 
Endpuncte sind, in welchen 9,, g,, den zur Hauptdrehlinie senkrechten Hebels- 
arm durchdringen. Ist r dieser kürzeste Abstand, und sind A,, A, die voll- 
ständigen Drehmomente des Kräftensystems P, P,.... um diese Dreh -Axen 


G,, In, so ıst nach (54., 61. und 62.) 

R.R,=rK, R+R=rE mtE=Sp=m 
Das Drehmoment der Kraft @,, um die Axe g, ist = rfl,,, und das der Kraft 
Q, um die Axe g,=r.@,; daher ist nach (81.) 

r. eu 
Ferner: werden @, und @,, auf die Hauptdrehlinie projicirt, so müssen diese 
beide Projectionen vereint der gerade fortgehenden Kraft E gleich sein; und 
da Q0,, Q,, zu einander senkrecht sind, so bilden ©,, Q,, ein rechtwinklichtes 
Viereck, von welchem FE die Diagonale ist; daher ist 

+ u, 
Zuletzt, da (, und Q,, das ganze Kräftensystem P, P,, .... ersetzen, so ıst ıhr 
vollständiges Drehmoment um irgend eine Dreh-Axe auch gleich dem vollstän- 
digen Drehmomente des ganzen Kräftensystems um dieselbe Dreh-Axe. Daher 
ist bei der Dreh-Axe q,, R,=r.(, und bei der Dreh-Axe q, it R,=r.(),. 
Folglich: 

83. Sind die Kräfte Q,, Q,, durch welche ein Kräftensystem ersetzt 
wird, zu einander senkrecht, sind R,, R, die vollständigen Drehmomente 
des Kräftensystems um die Dreh- Axen q,, q,, und ist r der kürzeste Ab- 
stand dieser Dreh- Axen, worin Q,, Q, wirken, so finden folgende merk- 
würdıge Relationen Statt: 

oa) A,r.0,, R,=r.Q, 

Pß) R.R,„,=r.Q.Q,=r.K, 

)) W+R=r(W’+0Q)=r.E, 
1 l E? 


1/1 1 
Bretter 
Heidelberg den 28. November 1846. 
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3. Schweins dynamische Sätze. 


>. 


Fliehmomente, oder die Summe Y(xX+yY) bei 
Kräften in der Ebene, und Y(xX+yY-+:Z) 
bei Kräften im Raume. 


(Von Herrn Geh. Hofr, und Professor Dr. Schweins in Heidelberg.) 


1. 


Die Summe der Producte aus den Seitenkräften und den gleichnamigen 
Coordinaten ıhrer Angriffspuncte kommt bei mehreren Untersuchungen vor. 


Man hat von ihr behauptet und sogar bewiesen (?), dass beim Gleichgewichte 





diese Summe ein Maximum oder ein Minimum sei, und zwar Ersteres 
beim sicheren und Letzteres beim unsicheren Gleichgewichte. Aber wie, 
wenn diese Summe keines Maximums fähig wäre? — Die Summe ist eine 
jener Grössen, deren Natur bis jetzt nicht untersucht ist, obgleich zu ihrer 
Erforschung nur höchst einfache und elementare Mittel nöthig sind. 


Flehmomente bei Kräften in der Ebene. 
2. 


(Taf. I. Fig. 1.) Die Kräfte eines Kräftensystems werden gewöhnlich 
nach den Richtungen zweier Coordinaten-Axen zerlegt. Man kann sie auch 
nach den Richtungen der Strahlen zerlegen, welche aus einem Puncte C durch 
die Angriffspuncte der Kräfte gehen, und nach den Linien, welche zu diesen 
Strahlen senkrecht sind, nämlich P in U und Y, und P, in T, und Y\,, u. s. w. 

(Fig. 2.) Diese Kräfte U, V,.... stehen in Verbindung mit den Seiten- 
kräften X, Y, ....; denn es ist, wenn d, d\,, ds, .... die Winkel sind, welche 
die Strahlen A, R,,.... mit den Abscissen - Axen bilden: 

Ü=X.cos:d + Y.sın:d, 
V—=A.sın:d — Y.cos:Jd, 


und umgekehrt: 
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U.cos:S +V .sın:d, 


U.sın:d — V.cos:6d, 


A 
2. \y 
mithın 
\ ZA = I(U.cos:d) + 2(V sin: 0), 
(FY = X(U.sin:d) — E(V .cos:d). 
Die Krälte F, F,,.... bewirken die Umdrehung um den Punct € ; man findet 


3. 


auch wirklich 

4. yX—a2.Y =R(X:sn:d—Y.co:d)=h.V. 
Hingegen die Kräfte U, U,,.... wirken nach verschiedenen Richtungen auf 
den Punct €. Das Product R.YV” wird Drehmoment genannt. Das Product 
R.U will ich das Moment des Druckes oder das Moment der Fliehkraft 
oder kurz Flhiehmoment nennen. 

So wie das Drehmoment der Kräfte FR. F in die beiden Drehmomente 
der Seitenkräfte Iy.A und Zw. F zerlegt werden kann, so kann auch das 
Fliehmoment der Kräfte >/t. U in die beiden Fliehmomente Ix.A und Zy.F 
der Seitenkräfte zerlegt werden; denn es ist 

R.U=K&R(A c0s:d + F.sn:d)=2.X+y.F, 
folelich 
’ 5. S8R.U=xıX+YyF, 
d.h.: Das Fliehmoment des ganzen Kräftensystems für einen bestimmten 
Drehpunet gleicht der Summe der beiden Fliehmomente der Seitenkräfte. 

(Fig. 3.) Dieses lässt sich auch unmittelbar in der Figur nachweisen; 
denn es ist 

AK= AH+AG, also ZR.AK=ZR.AH-+r N. AG. 

In dieser Gleichung ıst A. AM das Fliehmoment von A und R.AG das Flieh- 
moment von F. Die Aussage hat sich also bewährt. Da ferner 


CA.AH=CE.AD und CA.AG = AE.AF 


ist, so nimmt auch vorstehende Gleichung die obige Gestalt No. 5. an. 


ie 


3. 
Das Fliehmoment hat mit dem Drehmomente auch die Eigenschaft ge- 


mein, dass seine Grösse nicht von der Richtung der Coordinaten-Axen ab- 


hangt; denn ER.U= 3C0A.AK 
wird nicht geändert, wenn man auch ein anderes Coordinatensystem annimmt. 


“ 


(Fig. 4.) Hingegen, wenn der Drehpunct C geändert wird, ändert sich 


im Allgemeinen auch das Fliehmoment. Sind nämlich a,, 5, die Coordinaten 


des Puncts (C, und ıst 
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’ e=a+%, y=b-+Yı, 
so ıst 
6. sa Ä+yP)= 2, A+yF)+a:2X\+bZF. 
Die beiden letzten Producte geben vereint ein Fliehmoment, welches am Dreh- 
puncte (' entstehen würde, wenn alle Kräfte mit einander parallel am Puncte 
CG, angebracht wären. Durch vorstehende Gleichung ist also folgender Satz 
gewonnen: 

6,. Das Flehmoment am Puncte G gleicht dem Fliehmomente am 
Puncte G,, wenn mit diesem noch das Fliehmoment vereinigt wird, welches 
am Drehpuncte C entstehen würde, wenn alle Kräfte, oder statt dieser die 
Mittelkraft derselben, parallel mit sich selbst am Puncte © angebracht wür- 
den. (Das Gleiche wie beim Drehmomente.) 

Wird das Fliehmoment am Drehpuncte C durch $C und jenes am 
Drehpuncte C, durch $C, vorgestellt, so dass 

2 aA+yV)= FC und "(a A+y I) = FC 
und zugleich X = A und ?Y’=B gesetzt wird, so lässt sich dieser Satz 
durch folgende Zeichen ausdrücken: 
6,. SC=- Tata ArbB. 


4. 


Die Fliehmomente an verschiedenen Drehpuncten sind nicht immer an 
Grösse verschieden. Zuerst bemerke man eine Linie, deren Gleichung 
5 u.B+vA=%C, 
und die so beschaffen ist, dass das Fliehmoment jedes Puncts dieser Linie 
verschwindet, oder $G,=0 ist. Die Linie ist merkwürdig; ich will sie die 
Hauptlinie der Fliehmomente nennen. 
Vergleicht man die Gleichung mit der Gleichung der Hauptlinie der 
Drehmomente oder mit der Gleichung der Mittelkraft 
u.1—e.B=:(yA\—ı}’), 
so findet man folgenden Satz: 
5. Die Hauptlinie der Flehmomente ist senkrecht zur Hauptlinie 
der Drehmomente., 
Die Coordinaten des Durchschnittspuncts dieser beiden Hauptlinien sind 
‚_ A.2(yX—aY)+B.X%(aX+yY) 
u ee 
u _ A.Z@X+yP)—B.IyX 





y, 


-ıy) 





OR — . 0 
A*"+ b? 
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Dieser Durchschnittspunct zeichnet sich vor allen übrigen dadurch aus, 
dass, wenn er zum Drehpuncte genommen wird, sowohl das Drehmoment als 
das Fliehmoment des Kräftensystems verschwindet. Der Punct ist derjenige, 
welcher gewöhnlich Mittelpunct des Kräftensystems genannt wird. 


D. 

(Fig. 4.) Ich verfolge die Gleichung (6,.) weiter, und nehme Puncte 
C,,C,, C, in eimer geraden Linie und a,,d,; a,, b,; a,, 6, zu ihren Coordi- 
naten an. Zwischen den Fliehmomenten dieser Drehpuncte finden folgende 
Gleichungen Statt: 

Sc 


FC 
EC 


SG +a,A+bB, 

3G+%,A+b,B, 

3G + mA +b,B. 

Werden diese mit 0q,—@,, 044—Q@,, a,—a, und dann auch mit 4, —b,, b,—b,, 
b,—Ö, multiplicirt und zusammengezählt, so ergeben sich die Gleichungen 

10. (3,— a;).5C + (3 —a).5G, + (1 —a,).5%G=0 und 
(»—b).%G + —b).5G + (1 —b).3C, = 0, 
in welehen die Seitenkräfte A und B nicht mehr vorkommen, sondern nur 


die Fliehmomente dreier Puncte, und die Abstände dieser Puncte. 





Von dieser allgemeinen Wahrheit will ich jetzt Anwendung machen. 
Ich lege den Punct («@,5,) in die Hauptlinie der Fliehmomente, und die beiden 
andern Puncte C,, C, auf die beiden Seiten dieser Linie, und zwar in gleichen 


Abständen von derselben. In diesem Falle geben die beiden Gleichungen fol- 
genden Satz: 
11. 3a = —- TG, 

d.h.: Drehpuncte auf beiden Seiten der Hauptlinie der Flehmomente, und 
ın gleichen Abständen von derselben, haben gleiche, aber entgegengesetzte 
Fliehmomente. 

Wird aber der Punct (a,5,) in die Hauptlinie der Fliehmomente und 
werden die beiden andern Puncte (a,Öb,), (@,5,) auf einer und derselben Seite 
dieser Linie angenommen, so gehen die beiden Gleichungen (10.) in folgende 


über: 30, _ a-—a, _ ba-bı 


30; T 4,—q4, bb, ’ 
d.h.: Die Fliehmomente zweier Drehpuncte messen sich so oft [sind eben 
die Vielfachen von einander] wie die Abstände der Drehpuncte von der 
Hauptlinie der Fliehmomente. 


Werden zuletzt in der Grundgleichung (6,.) die Coordinaten «,, b, 
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veränderlich angenommen, so giebt diese Gleichung eine gerade Linie an, 
welche zu der Hauptlinie der Fliehmomente (7.) parallel ist, und deren Puncte 
gleiche Fliehmomente $C, haben; daher der Satz: 

13. Die Puncte einer Linie, welche zu der Hauptlinie der Fliehmo- 
mente parallel ıst, haben gleiche Fliehmomente. 

6. 

Das Gefundene fasse ich jetzt in Eins zusammen: 

14. a) /n Jedem Kräftensy steme ın der Ebene, welches eine Mittel- 
kraft hat, giebt es eine Linte, so beschaffen, dass das Fliehmoment jedes 
Punctes dieser Linie = VÖ st. 

b) Diese Hauptlinie der Fliehmomente ıst senkrecht zu der Haupt- 
linie der Drehmomente. 





c) Die Fliehmomente aller Puncte einer Linie, welche zu dieser 
Hauptlinie parallel ıst, sınd gleich. 

d) Die Fliehmomente von Puncten, welche auf beiden Seiten dieser 
Hauptlinie biegen und von ıhr gleich weit abstehen, sind gleich, haben aber 
entgegengesetzte Zeichen. 

e) Die Fhiehmomente messen sich so oft [sind eben die Fielfachen 
con einander [| wie die Abstände ihrer Drehpuncte von der Hauptlinie der 
Fliehmomente; sie wachsen zu beiden Seiten von D an bis ıns Unendliche 


und haben kein Maxıimurn. 


’ 


(Fig. 5.) Dieselben Eigenschaften, welche bei dem Fliehmomente ge- 


J 


funden wurden, finden auch bei dem Drehmomente Statt. Ist nämlich mn die 


Hauptdrehlinie oder die Richtung der Mittelkraft, und bedeutet DU das Drehmo- 


ment um den Punct GC, so ıst DC r 
ZZ =. und 
13107 Ta 
DC=— DE, wen r=—r, 
= DC,, wenn r=n, 


Daher der Satz: 

15. Die Flieh- und die Drehmomente sind in Hinsicht ihrer Haupt- 
drehlinien gleichen Gesetzen unterworfen; und 

16. (Fig. 6.) Die beiden Hauptlinien der Dreh- und der Fhehmo- 
mente theilen rechtwinklicht den Raum ın vier Therle 1,2,3,4, so dass 
ın einem Theile beide Momente bejaht, in dem gegenüberhegenden Theile 


beide Momente verneint und in jedem der beiden andern There das eine 


Moment bejaht und das andere verneint sınd, 
Crelle’s Journal f. d, M. Bd, XXXVII Heft 1. 11 
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bi. 

(Fig. 7.) Die oben gefundenen Sätze lassen sich noch auf eine andere 
Weise begründen. Man projicire die Linie BD auf die drei Seiten des 
Dreiecks ABC; die Projectionen sind BE, BF, B@. Durch die Aehnlichkeit 
der Dreiecke, welche durch senkrechte und parallele Hülfslinien entstehen, 
lässt sich leicht beweisen, dass 

AB.BE=BC.BF-+AC.BG ist. 

In dieser Gleichung ist jede Seite mit der entsprechenden Projection der Linie 
BD multiplicirt. Ihre Anwendung auf den vorliegenden Gegenstand ist fol- 
gende. A und C werden als zwei Drehpuncte des Kräftensystems angenom- 
men, B ist der Angrıffspunct der Kraft BD; aus A und € gehen Strahlen 
durch die Angriffspuncte der Kräfte; jede Kraft wird auf die beiden zugehö- 
rigen Strahlen und auf die Verbindungslinien AC projicirt und jede Pro- 
jechhon mit der zugehörigen Seite des Dreiecks multiplicir. Werden nun 
diese Producte zusammengezählt, so erhält man die Gleichung 

17. SAB.BE= NBC.BF + AU. IBbG, 
welche Dasselbe wie (6,.) giebt. 

Ist AC senkrecht zur Mittelkraft, so ıst £B@ = 0, und also 
ZAB.BE = 3BC.BF, 

oder: die Puncte einer Linie, welche senkrecht zur Mittelkraft ist, haben gleiche 
Fliehmomente; wie auch oben (14c.) gefunden. 

AC sei parallel zur Mittelkraft. In diesem Falle ist x2B@ die Mittel- 
kraft selbst. Wird diese Mittelkraft M genannt und zur Abkürzung 
=AB.BE=p und ZBC.BF=g gesetzt, so ist die obige Gleichung (17.) 

P=9 + AC. M. 
Ist der Punct € fest und der Punct A veränderlich, so sind in vorstehender 
Gleichung g und M unveränderlich; p hangt nur von AC ab. Geht A nach 
der Linken, so wächst p bis + @. Nähert sich A dem C, so wird p kleiner; 
fällt A in C, so wird p= 9; geht A nach der Rechten über € hinaus, so wird 
AC verneint, p wird kleiner als g und es wird einen Punct geben, wo 
q—AC.M=V0(, also auch p=%W ıst. Es giebt also einen Punct, dessen 
Fliehmoment —=0 ist. Dieselbe Eigenschaft haben nach dem Vorigen alle 


Puncte der Linie, welche durch diesen Punct geht und senkrecht zur Miittel- 


kraft ıst. Diese ıst die Hauptlinie der Fliehmomente. 
Geht 4 über diesen Punct hinaus, so wird 9 — AC.M, also auch p 


verneint, und wächst bis — 2. 
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Wird zuletzt angenommen, dass C in dieser Hauptlinie der Fliehmo- 
mente liege, so istg=0 undp= _AC.M. Aus dieser Gleichung geht her- 


vor, dass » mit AC das Zeichen wechselt und dass die Puncte zu beiden 





Seiten dieser Hauptlinie und in gleichen Abständen von derselben gleiche aber 
entgegengesetzte Fliehmomente haben; wie auch (14d.) angiebt. 


8. 

Wenn keine Mittelkraft vorhanden, oder wenn A=B=0 oder M—=O 
ist, so geht aus beiden Darstellungs- Arten folgender Satz hervor: 

18. Hat das Kräftensystem keine Mittelkraft, so sind die Flieh- 
momente aller Drehpuncte gleich. 

In einem Kräftensysteme ohne Mittelkraft sind also nicht allein die 
Drehmomente, sondern auch die Fliehmomente aller Drehpuncte gleich, und 
es giebt weder bei dem einen noch bei dem andern ein Maximum oder Mı- 
nımum von I (»A-+yY); wie man es bisher glaubte. In einem solchen Kräf- 
tensysteme giebt es weder eine Hauptlinie der Drehmomente, noch eine Haupt- 
linie der Fliehmomente. Dasselbe gilt von einem Kräftensysteme, welches im 


Gleichgewichte ıst. 


9, 
Sind die Kräfte parallel, so stört dies nicht die Allgemeinheit der 
oben gefundenen Sätze. Nimmt man in diesem Falle die Abscıssen -Axe in 


der Richtung der Kräfte an, so ist 


\' 
ı ZUR 
= Zr 
die Gleichung für die Hauptlinie der Drehmomente, und 
..  2Z2X 
N 


ist die Gleichung für die Hauptlinie der Fliehmomente. 

(Fig. 8.) Es ist leicht, dies in der Figur nachzuweisen; denn wegen 
der Antiparallelen ıst 

CA.AB+ CA,.A,B, + .... = DA.AE + D,A,.A, FE, + .... 

—= («—a)X+ (a, —a)A, + .-:., 
und zugleich ist 
CD.X + CD.X, +... = 4-b)X + (y-)ÄAt.... 

Ist nun die Summe der Drehmomente und auch die Summe der Fliehmomente 


—=(), so ist 


Sa —a)X=V0 und Zy—b)X=0; 


sr 
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woraus sich die obigen Werthe von a und Ö ereeben. MN ıst die Haupt- 
5 


linie der Drehmomente und KL die Hauptlinie der Fliehmomente; ihr Durch- 


schnitt ıst der Mittelpunct der parallelen Kräfte. 


Fliehmomente bei Kräften ım BRaume. 
10. 


Gehen aus dem Puncte Ü, dem Anfangspuncte der Coordinaten, durch 
die Angriffspuncte der Kräfte P, P,, P,,.... Strahlen R, R,, R,,...., so ist 


cos (AP) = cos (Aw).cos(Px) + cos (Fiy).cos(Py) + cos (Rz). cos (Pz) 


= X Fi BE 
BEPrtr3 FIT FF 





daher: 
19. S(vA+yY+zZ) = RP co (RP)=_R.P„==EP.Rh,. 
P ., ist die Projection der Kraft P auf die Richtung des zugehörigen 
Strahls A, also eine Kraft, welche in der Richtung des Strahls Ä auf den Punct 
C wirkt. Das Product aus dieser Kraft P,, und aus dem Strahle A nenne ich 
das Fliehmorment der Kraft P für den Punct €, und die Summe dieser Pro- 
ducte das Fliehmoment des ganzen Kräftensystems für den Punct €. (Ich 
erinnere hier besonders, dass bei diesem Fliehmomente an kein Drehen und 
an keine Dreh - Axe gedacht wird.) 
Die vorstehenden Gleichungen geben die verschiedenen Arten an, wie 
das Fliehmoment des Kräftensystems dargestellt werden kann. 
Es ist @= R.co (RA), y= R.cos(RhY), z= R.cos(RZ), mithin 
ZzÄA == ZBRRART) = ZR.A,., 
SyY = Sal cos(RL) = ZR.Z,,;, 
Bz2 = ZhZrcss(RZ) = ZR.Z,.. 


A, ıst die Projection der Seitenkraft X auf die Richtung des Strahls #; 





das Product R.X,,, ist das Fliehmoment dieser Seitenkraft X, und ZAX,,, ıst das 
Fliehmoment aller Seitenkräfte X, N,,.... Vorstehende Gleichungen geben an, 
dass dies auch durch Na \ ausgedrückt werden kann. Aehnliches gilt von 
den beiden andern Gruppen paralleler Seitenkräfte Y, ...., und Z,.... Die 
Gleichung (19.), in Verbindung mit Diesem, giebt daher folgenden Satz: 

20. SR.Pao=ZER.X,„+=ERY,„+=:R.Z,u=22X+2yY + 2322, 
d.h.: Das Fliehmoment des ganzen Kräftensystems kann in drei geson- 
derte, von einander unabhängige Fliehmomente der drei Gruppen paralleler 


Seitenkräfte zerlegt werden. 
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11. 

Die Strahlen und die Projectionen der Kräfte auf die Richtungen der 
Strahlen hangen nicht von der Richtung des gewählten Coordinatensystems ab. 
Daraus folgt, dass der Werth der Summe 

2(«X+-yY-+3:Z) 
sich nicht ändert, wenn auch ein anderes Coordinatensystem angenommen wird. 
Dieser Satz kann an veränderten Coordinaten selbst nachgewiesen werden. 
Sind nämlich «a, £, y die Cosinusse der Winkel, welche x“ mit x, y, z bildet, 
a‘, 3°, y‘ die welche y‘ und a“, 8%, y“ die welche 3‘ mit x, y, z bildet, und sind 


a, b, ce die Coordinaten des Anfangspuncts des neuen Coordinatensystems, so ist 


a" =al® —a)+P(y—b)+y(2—e), A=aX+P/+YyZ, 
y-= a (@—a)+P(y—b) Hy (z—c), Y=«X+P'Y+yZ, 
zZ’ a (a —a)+Py—b)+rYz—e), Z = a" X+P"Y +y"Z. 


Werden nun die Producte x’A‘, y’Y', z’Z' gebildet, zusammengezählt und 
die bekannten Gleichungen zwischen «, ?,.... y“ angewendet, so erhält man 
die Gleichung 

21. <A + yYV' +27) = Fa —a)X+(y—b)Y + (z—c)Z), 
d.h.: Die Summe der Producte aus den Seitenkräften und den gleichna- 
migen Goordinaten wird nicht geändert, wenn man die Richtung der Coor- 


Jinaten ändert. 


12. 
Es sı 2 X=A,yY=DB,_xZ=(C, und a,b, c seien so angenom- 


men, dass 





22. a.A+r0b.B+rcC= Z(aX+yY+3zZ); 
was immer möglich ıst. In diesem Fall ist auch 
Il —a)X+(y—b)Y+(2—c)Z] = F(aX+yYY'+:Z) = 0. 
Werden nun auch a,b, ce veränderlich angenommen, so giebt die Gleichung 
(22.) eine Ebene, so beschaflen, dass das Fliehmoment des ganzen Kräften- 
systems für jeden Punct dieser Ebene = ist. Diese Ebene nenne ich die 
Ebene der verschwundenen Fliehmomente, oder kurz, Haupt-Flieh- Ebene. Sie 


ist nicht zu verwechseln mit der Kbene der Mittelpuncte, von welcher ein 


andermal gehandelt werden wird. Ihre Gleichung, verglichen mit den Glei- 


chungen für die Hauptdrehlinie: 
En SET A ; —B.K+M.E: 
‚=. €£r Tg. 47 


.7-+ A.E: Pr 9 
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woK=AL+BM+CN*) und E=4A’+ B’+ C? ist, giebt ihre Lage 
ım Kräftensysteme an; nämlich: 

23. Die Haupt- Flieh-Ebene ıst senkrecht zur Hauptdrehlinie. 

Die Coordinaten des Durchschnittspuncts der Haupt-Flieh-Ebene und 


der Hauptdrehlinie sind 








BN-CM+AG CL- AN+BG AM-BL+CG . 
24. a, = E: 4 b, = EM c, == E: ; 
w. G = F(aX+yl/-+32Z) ist. 
13. 
Für den Funct C oder den Anfangspunct der Coordinaten ist das Flieh- 
moment =, für den Punct (a‘b’c’) oder C’ sei es =. Nach der Glei- 


chung (21.) ist 
(X Hy P+rZ) = F(aX+ryF+2:Z) -— «A—bB— c'C, 
oder 
25. G=b+a..A+b.B+rc.C, 

d.h.: Das Fliehmomeni für den Punct C gleicht dem Fliehmomente für 
den Punct C, wenn mit diesem noch das Fliehmoment vereinigt wird, wel- 
ches beim ersten Puncte C entsteht, wenn beim letzten Puncte C’ alle 
Kräfte nach parallelen Richtungen oder auch die Mittelkraft des Kräften- 
systems angebracht werden. 

Diese Gleichung ist noch einer andern Deutung fähig. Werden näm- 


‘ veränderlich angenommen, so giebt sie eine 


& und 6° beständig, aber a‘, b', c 
Ebene an, so beschaffen, dass für alle ıhre Puncte dasselbe Fliehmoment &‘ 
Statt findet. Diese Ebene ıst parallel zu der Haupt-Flieh-Ebene (22.). Daher: 

26. Für Puncte einer Ebene, welche zu der Haupt-Flieh-Ebene pa- 


rallel ıst, sind die Fliehmomente gleich. 


14. 
Sind €, &, 6“, & die Fliehmomente für die Puncte CE, €‘, C", C 
oder für (000), (a’b‘c), (a b*c"), (abc), welche in einer geraden Linie 
liegen, so stehen sie nach dem oben gefundenen Satze durch folgende Glei- 


chungen in Verbindung: 
| G=G +04 +bB +c0C, 
E=(" +a"A +Lb"B + c"C, 
G=("+a"A+rb"BHrc"C. 


*) Es it = F(yZ -:Y}), M=(X— zZ), N=Z(2Y -yA). 
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Werden diese Gleichungen nach ihrer Folge mit a” — a”, a" —a‘, a'— a“, 


d ‘dd 


mit bY—b, 6 —b’, 6’ —b“ und mit ce —c“, ce“ —c‘, e—c” multiplicirt, 


und berücksichtigt man zugleich, dass 


a—a” ver a—a’' ve a’ —a u al—a!! al—a”" PER ud 
Dip ec" Fr e— cl er? eig 


Do ————— 


bb" bb" 
ist, so entstehen folgende drei Gleichungen: 
Ka” — a) + Ela" — a) + la — a) =, 
27. Gb") + 6") + 61) =, 
Ge" —c") + Ele" —c) + Cl —c") =V; 


welche den Zusammenhang der Fliehmomente für drei in einer geraden Linie 


liegende Puncte mit den Entfernungen dieser Puncte von einander angeben. 

Diese Gleichungen sind die Grundlage der wichtigsten Sätze. Wird 
nämlich der Punct C“ in die Haupt-Flieh-Ebene gelegt, und werden die beiden 
andern Puncte (* und C“ an beiden Seiten, und zwar in gleichen Abständen 
von dieser Ebene angenommen, so ist 
G"=0, da" u"=a— a, I — "al li, "ic, 
folglich 

28. GG = — 6”, 

d.h.: Die Fliehmomente für Puncte zu beiden Seiten und in gleichen 
Abständen von der Haupt-Flieh-Ebene sind gleich, und haben entgegenge- 
setzte Zeichen. 

Wird aber der Punct C in die Haupt-Flieh-Ebene verlegt, so ist = 0 
und (8 ala‘ bi‘ c"—.c! 


HI | ie; 
29, zn u u u’ 
d. h.: Die Fliehmomente messen sich so oft [sind eben die Fielfachen von 
einander |, wie die Abstände ihrer zugehörigen Scheitelpuncte von der Haupt- 


Flieh- Ebene. 





15. 
Die Sätze, welche ich hier entwickelt habe, sind im Zusammenhange 


folgende: 
a) In jedem Kräftensysteme kann das Fliehmoment für jeden Punect 


ın drei gesonderte, von einander unabhängige Fliehmomente der drei Grup- 


pen paralleler Seitenkräfte zerlegt werden. 

b) Hat das Kräftensystem eine Mittelkraft, so giebt es in ihm eine 
feste Ebene, von der Art, dass für jeden Punct dieser Ebene das Flieh- 
moment des Kräftensystems verschwindet. Diese Ebene ıst die Haupt- 


Flieh- Ebene. 
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c) Diese Haupt- Fheh- Ebene ist senkrecht zur Hauptdrehlinie. 

d) Für alle Puncte einer Ebene, welche zu der Haupt - Flieh- Ebene 
parallel ist, sınd die Fhehmomente gleich. 

e) Für die Puncte zu beiden Seiten und in gleichen Abständen von 
der Haupt- Flieh- Ebene sind die Fhehmomente gleich, haben aber entge- 
gengeselzte Zeichen. 

f) Die Fliehmomente messen sich so oft [sınd con einander die- 
selben Frielfachen |, wre die Abstände ihrer Scheitelpuncte con der Haupt- 
Flieh- Ebene; sıe wachsen an einer Seite con VD bis +#%&, an der andern 
bis —@. In einem bestimmten Kräftensysteme giebt es keinen grössten 
I erth von 

S(xX+yY-+z2). 

o) In einem Kräftensysteme ohne Mittelkraft, also auch in einem 

kKräftensysteme, welches ım Gleichgewichte ist, sind für alle Puncte die 


[ıiehmomente gleich. 


16. 


Ich hoffe, durch diese Sätze über einen wichtigen Gegenstand, der 
noch ım Dunkel lag, hinreichendes Licht verbreitet, einige Irrthümer besei- 
tigt und zu gründlicheren Forschungen Veranlassung gegeben zu haben. Ich 
bemerke nur noch schliesslich, dass die Sätze in ($. 15.) auf dieselbe Weise, wie 
n ($. 7.) geschehen, bewiesen werden können. Es seien nämlich AB,C, AB;C, 

BE, 2; Dreiecke ım Raume, welche eine gemeinschaftliche Seite AC haben; 
die Linien /,/,, 43, .... ım Raume seien auf die Seiten dieser Dreiecke projı- 
cirt, und zwar /, auf die Seiten des ersten, /, auf die des zweiten Dreiecks; 


und es seien 777, 3, ... die Projectionen auf AB,, AB,;, ...., 1, N, ... die auf 


CB, , CB, .... und p1, P2, »..- die Projectionen auf die gemeinschaftliche Seite 
AC. Dann kann bewiesen werden, dass 

4B,.m, + Ab,.m, + ....= Ch,.m + Ch.nm +... + AC(p+pr+....) 
oder 


SAB.m = ÖCB.n + AC .=p ist, 


Diese Gleichung giebt denselben Satz wie No. (25.). 
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4. 


Ableitung einiger Eigenschaften der Kegel- 
schnitte aus ihrer Polargleichung. 


(Von Herrn Dr. W. Hittorf in Bonn.) 


Il. dem Cambridge and Dublin Mathematical Journal (No. I. und II. Seite 68.) 
hat Herr Perc. Frost aus der Polargleichung 
mt 
l+ecosv’ 
mehrere Eigenschaften der Kegelschnitte entwickelt. Ohne von dieser Arbeit 
Kenntniss zu haben, behandelte ich den Gegenstand in meiner Inaugural - Dis- 
sertation. Hier will ich diejenigen Resultate hersetzen, welche Herr Frost gar 
nicht, oder nur unvollständig mitgetheilt hat. 
Man bringe, um die analytischen Entwicklungen machen zu können, die 
Polargleichung auf die Form 


1. o=a+bcose oder oe —bcose=a, 


ındem man statt 47 den reciproken Hadius-vector g, statt T den reciproken 


Ba f | 
Parameter a, statt Pr die reciproke Entfernung des Focus von der Directrix d 


einführt. Die Gleichung drückt die bekannte Eigenschaft der Kegelschnitte 
aus, dass das Verhältniss der Abstände eines jeden Curvenpuncts vom Focus 


[3 [7 . b . ” . 
und der Directrix constant und gleich Pa drückt daher entweder eine 


Ellipse, eine Parabel, oder eine Hyperbel aus, je nachdem a >b, a=b, ab 
ist. Für die Hyperbel werden die Rad. vect. negatıv, wenn sie dem zweiten 


Zweige entsprechen. Der reciproke Focal-Abstand des Mittelpuncts findet sich 


., ba? il ER gi, 
gleich - -_ während die Länge der Haupt- Axe a Ist. 


Für die Gleichung der geraden Linie ergiebt sich ın Polarcoordinaten : 


2. oe=asıne + Pcose, 
wenn « und 3 die reciproken Stücke bedeuten, die sie von den rechtwinkli- 


gen Coordinaten- Axen abschneidet. 
Crelle's Journal f, d. M. Bd. XXXVIIL, Heft 1. 49 
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Hiedurch nimmt nun die Gleichung der Sehne eines Kegelschnitts eine 
sehr einfache und elegante Form an. Substituirt man nämlich die Coordina- 
ten zweier Curvenpuncte, welche durch ibre Winkel #°, 0“ vollkommen bestimmt 


sind, in die Gleichung (2.), so erhält man nach einer leichten Reduction: 


1) 


a.sin!(v’+v") a.cos} (v!+v!!) 
EEE EEE EU 7 u 
cos; (w/—v!') ’ | cos3 (v!—v’') 





+5; 


OA 


folglich ergiebt sich daraus für die Gleichung der Sehne: 


3 } a.c0s (v—2(v!+v")) 
‘>, De J) ) zz nr = 2 zn Fr 


Die Discussion dieses an Resultaten fruchtbaren Ausdrucks soll hier folgen. 


‘ dd 


Setzt man #° = v“, so geht die Sehne in die Tangente 
4. o—bcose =a cos (r—e‘) 
über. Daher erhält man für die Coordinaten des Durchschnittspuncts gı, Fı, 
in welchem sich die Tangenten in den Endpuncten der Sehne (3.) kreuzen, 
die Werthe 
o,=3(0+e"), 09, — bcose, = a cos 3 (e—e”). 

Dreht sich also ein beliebiger Winkel um den Focus, so ist der geometrische 
Ort für die Durchschnitispuncte der Tangenten, welche mian in den Endpuncten 
seiner Schenkel zieht, ein confocaler Kegelschnitt, mit derselben Directrix. Der 
Faadıus-vector des Durchschnittspuncts halbirt den Winkel, der von den Rad. 
vect. der Berührungspuncte gebildet wird; oder den Nebenwinkel, wenn der 
ursprüngliche Kegelschnitt eine Hyperbel ıst und die Schenkel beide Zweige 
schneiden. Ist der sich drehende Winke! gleich m, so ist der geometrische Ort 
die Directrix selbst, und der Rad. vect. des Durchschnittspuncts steht senkrecht 
auf den Schenkeln. 

Substituirt man die obigen Werthe von (+) und cos 3 (e‘—e“) 


in die Gleichung der Sehne, so geht dieselbe in 


d. (g—b cos r) (9, — 6b cos ©,) = a? cos (e—6ı) 
über. Es ist darin sogleich die Polare des Pols g, e, zu erkennen. Aus der 
Symmetrie der Gleichung in Bezug auf ge und g,r, folgt: 

„Dass die Polaren aller Puncte, welche auf einer gegebenen Geraden 
liegen, durch den Pol derselben gehen. 

Die Pole aller Geraden, welche durch einen Punct gehen, liegen auf 
den Polaren desselben. 


Unter den Puncten der Polare zeichnet sich der Durchschnittspunct mit 
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dem Radius-vector des Poles aus. Nennt man diese beiden Puncte zugeord- 
nete Pole in Bezug auf den Kegelschnitt, so spricht der Ausdruck 
(e —becose) (9 — db cos v,) = a? 
folgenden Satz aus: 
„Das Product aus den Verhältnissen der Abstände zweier zugeordneter 
Pole vom Focus und von der Directrix ist constant.” 
Da die zugeordneten Pole für die Tangente in den Berührungspunct 


zusammenfallen, so ist die zuerst genannte Eigenschaft der Kegelschnitte hierin 


mitbegriffen. 
Die beiden zugeordneten Polaren, welche sich stets auf der Directrix 
schneiden, haben folgende Gleichungen: 


q 
g— beose = ing - 608 (— 4(0/+0)), 


cos Kv'—ol!) ' 
o —bcose = a cos 1(—e”). cos (e— (+0). 

„Dreht sich also ein Winkel um den Focus, so liegen die zugeordne- 
ten Pole auf zwei confocalen Kegelschnitten mit derselben Directrix; ihre zu- 
geordneten Polaren sind die Tangenten an diese Curven.” 

Für den Kreis werden, da 54 = ist, also die Directrix in unendlicher 
Entfernung liegt, die beiden zugeordneten Polaren parallel, und für die Pole ist 
00, — a”. 

„Die Entfernung der Tangenten vom Mittelpuncte ist die mittlere Pro- 
portionale zwischen den Entfernungen zweier zugeordneter Polaren.” 

Für jeden Kegelschnitt gilt dieser Satz für die Stücke, welche zwei zu- 
geordnete Polaren und die entsprechende Tangente vom Parameter abschnei- 
den. Es ıst nämlich 

%. 0 = a’ in? e,. 

Behandelt man die Gleichung der Polare (5.) wie die der Tangente, so 
kommt man zu folgendem Satze, der die allgemeinste Winkelbeziehung aus- 
drückt und den obigen Satz für die Tangenten einschliesst: 

„Dreht sich in einem Kegelschnitt ein beliebiger Winkel um den Focus, 
und zieht man die Polaren der Endpuncte seiner Schenkel in Bezug auf einen 
confocalen Kegelschnitt mit derselben Directrix, so ist der geometrische Ort 
für die Durchschnittspuncte ein neuer confocaler Kegelschnitt mit derselben 
Directrix. Der Rad. vect. des Durchschnittspuncts halbırt den Winkel zwischen 
den Rad. vect. der Pole; oder den Nebenwinkel, wenn die Pole auf den beiden 


Zweigen einer Hyperbel liegen.” 


42 ”* 
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Da man parallele Gerade als solche betrachten kann, die sich in un- 
endlicher Entfernung schneiden, so müssen ihre Pole auf derselben Linie, auf 
der Polare des unendlich entlernten Durchschnittspuncts, sich befinden. Die 
Gleichung der Polare wird aber in diesem Falle, da = ist: 


a? b’—.a? 
— — (fr % S % 4 
0=71g9ı ıne + 7 cos ev, 


. 





Also gehen die Polaren aller unendlich entfernten Pole, oder die Geraden, wel- 
che die Berührungspuncte zweier parallelen Tangenten verbinden, in der EI- 
lipse und Hyperbel durch den Mittelpunct. In der Parabel ist die Polare 
o=—alge, sin o, 
also der Haupt-Axe parallel. 
„Die Pole paralieler Geraden liegen auf demselben Durchmesser.” Nennt 
man den Winkel, welchen der Durchmesser mit der Haupt-Axe einschliesst, z 


so erhält man 
b’—a? 1.1; b?—a? 
g2= folglıch gg 2. tg = a 
„Das Product aus den trigonometrischen Tangenten der Winkel, welche zwei 
conjugirte Sehnen mit der Haupt-Axe machen, ist daher constant.” 
Zum Schlusse wollen wir die Coordinaten des Poles suchen, wenn die 


Polare o=zasınce + P cos © 


y 


gegeben ıst. Man vergleiche dieselbe zu dem Ende mit der Gleichung der 
Polare (5.), nämlich mit 
a@.sinv  . a? cosv’ 


„ısıne + (; J__bonse’ +b) cos ev, 


U — 


S 0 '— bcos 
findet sich 
& a Ab a’+b(d—b) 





tg ev! = 2, also sın ve —= VeAz+B-) cose'— = og +6) e= = VA) 
Sollen daher zweı gegebene Gerade 

o=asine+P cose und 

o = a’ sine + P’ cos e 


so beschaffen sein, dass der Pol der einen auf der andern liegt, so muss die 


Bedingung 
6. a.a + (Pb) (MP —b) = ua’ 
erfüllt werden. Soll eine Gerade durch ihren eigenen Pol gehen, so findet sich 
+ (db = u, 
d. h. die Bedingung, dass dieselbe eine Tangente sei. 


Bonn ım April 1847. 
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). 
Sur les determinants gauches. 


(Suite du Memoire T. XXATI. p. 119.) 
(Par Mr. A, Cayley a Londres.) 


Jai nomme „Determinani gauche” un determinant form par un syst&me 
de quantites Ar.s, qui satisfont aux conditions 
1. Nr=—Irs(r$5s) 
(ot les valeurs de r, s s’etendent depuis Tunite jusqu’ä n). 
Or ces determinants peuvent facilement Ötre exprimes par un systeme 
de determinants pareils, dont les termes satisfont ä ces conditions m@mes dans 


le cas otı les valeurs de r et s deviennent egales, ou pour lesquels on a 


2. \rs=— Ası(r# 5); kr VG, 
Ces determinants peuvent Ötre nommes „gauches et symetriques”. 


En effet, soit Q le determinant gauche dont ıl sagıl, cette fonction 

peut Ötre presentee sous la forme 
3. 2=rt+L, hit RAaidar:.. + Rakduda see; 

ol 2, est ce que devient 2 si Ay1, Aa, etc, sont reduits A zero. 2, est ce que 
devient le coefhicient de A,, sous Ja meme condition, et ainsı de suite; c'est ä 
dire: 2, est le determinant forme par les quantites Ar.s en supposant que ces 
quantites satisfassent aux conditions (2.), et en donnant a r les valeurs 
1,2,3,....n. 0, est le determinant forme pareillement en donnant A r, s 
les valeurs 2,3,....n2; Q, sobtient en donnant a r,s les valeurs 1,3,.... z, 
et ainsi de suite; cela est aise de voir si lon range les quantitds Ar.s en 
forme de carte. 

Or les determinants gauches et symelriques (savoir les determinants 


dont les termes satisfont aux conditions (2.)) se reduisent ä zero pour un n 


impair, et pour un n pair aux carres des fonctions que M. Jacobi a traitdes 
dans son memoire „Ueber die Pfaff sche Integrations-Methode’ (T. II. p. 354. 
de ce journal) et dans sa „Theoria novi multiplicatoris equat. diff. t. XXIX. 


p. 236. etc.. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XVII. Heft 1, 13 
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En effet, on voit dabord par ce que dit M. Jacobi, que le determi- 
nant sevanouit pour un n zmparr, et que pour un n pair il aura pour 
facteur la fonction dont il sagit; mais je ne sais pas si lon a dejä remarque 
que l’autre facteur se reduit a la me@me fonction. 

On obtient ces fonctions (dont je reprends icı la theorie), par les pro- 
prietes gencrales d’un determinant defini. Car en exprimant par (12....n) 
une fonction quelconque dans laquelle entrent les nombres symboliques 1,2, ....7, 
et par #, le signe correspondant ä une permutation quelconque de ces nom- 


bres, la fonction 


ZsT88.:..8) 
(otı & designe la somme de tous les termes quon obtient en permutant ces 
nombres d’une maniere quelconque) est ce quon nomme Determinant. On 
pourrait encore generaliser cette definition en admettant plusieurs systemes 
de nombres 1, 2,....n; 1‘, 2/,....n‘;.... qui alors devroient @tre permutes in- 
dependamment les uns des autres; on obtiendrait de cette maniere une infinite 
d’autres fonctions, mentionndes (T. XXX. p. 7.). Dans le cas des determinants 
ordinaires, auquel je ne marröterai pas ici, on aura (12...n)=4..1%3.2... ik.n). 
Pour les cas des fonctions dont ıl s’agit (les fonctions de M. Jacobi), on sup- 


posera n pair, et lon ecrira 
(12 .... n) nn 1.2734 u... An-I,n; 


Oli Ar,s sont des quantites quelconques qui satisfont aux equations (1.). La 
fonction sera composce d’un nombre 1.2....rı de termes; mais parmi eux 


il ny aura que 1.3.... (n—1) termes differents qui se trouveront repetes 


2”(1.2....in) fois, et qu’on obtiendra en permutant cycliquement d’abord 
les n—1 derniers nombres, puis les an — 3 derniers nombres de chaque per- 
mutation, et ainsi de suite; le signe etant toujours +. Il pourra etre demontre, 
comme pour les determinants, que ces fonctions changent de signe en permu- 
tant deux quelconques des nombres symboliques, et qu'elles s’evanouissent sı 
deux de ces nombres deviennent identiques. De plus, en exprimant par 
[12....2] la fonction dont il s’agit, la r&gle qui vient d’etre enonce, donnera 


pour la formation de ces fonctions: 
vi n] = )2[34 ... n] + [4 wo n— 2] 8 + kı.n| 23 re (n—1)]. 
Cela pose, revenons aux determinants gauches et symetriques; et soit d’abord 


rı un nombre impair. Alors le determinant sera compose de plusieurs termes, cha- 


cun multiplie par le produit de l’une des quantites Ay3, #3,.... #.n par une des 
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quantites Ay, Ay... %,,,. I est facıle de voir que pour chaque terme, multiplie par 
hal, (a + P)il existera un terme egal et de signe contraire, multiplic par 
SR Or 3, ,u 3.1 =hr. Au: donc ces deux termes se detruwront. Restent les 
termes multiplies par 4, „Au... Le coefficient dun terme de cette forme sera un 
determinant gauche de lordre n—2, mais precisement de la forme du determinant 
meme de l'ordre zz dont il sagit. Or n etant impair, n — 2 le sera egale- 
ment: donc tout determinant gauche et symelrique sevanouira, si cela a 
lieu pour les determinants pareils dun ordre inferieur de deux unites. Or 
pour n=3 on a @videmment A, Ay; Ay, + Ayı Ay Aa = 0, done: 

„Tout determinant gauche et symetrique d’un ordre zmpaıir est zero.” 

Soit maintenant n un nombre pair. Considerons le determinant gauche 
et symetrique plus general quon obtient en donnant aA r les valeurs 
a,2.3....n etäs les valeurs %, 2,3 ....n. En developpant cette fonction 
comme on vient de le faire dans le cas dun n ımpair, ıl se presentera d’abord 
un terme multiplie par /..a. Mais ce terme sera un determinant gauche et 
symetrique de lordre » — 1 (savoir celui que loon obtiendroit en donnant 
a r,s les valeurs 2,3 ....z2), et comme n — 1 est impair, ce terme s’eva- 
nouira. Puis le co@fficient de — #u.u Aa.g (ou de 4... 43.#) sera le determi- 
nant gauche et symetrique quoon obtient en donnant a r les valeurs 2,3.... n 
(a, excepte), et as les valeurs 2,3,....r2 (A excepte). En admettant que 
ce determinant gauche se reduit a [(«+1)..n2..(@—1)] [((#’+1)..n2..(3°—1)], 
on aura 

hu. (a +1)... (a —1)] . 25.5 (#’+1)..(#’—D] 
pour le terme general, et la somme de tous ces termes se reduira a 
i.2[34..n] + 4..3[4..n2] +. 1.%32[34..n] + 73.3[4..n2]) + ..}, 

ou enfin a [a23...n] [8.23...r2]. Or sı le theoreme en question a lieu 
pour n— 2, il aura lieu aussi pour n. Pour n=2 le determinant est 
kuntay — hgghu.2, cest ä dire 4..2 45.2 ou [a2]. [22]: donc Ja m@me chose a 
toujours lieu et on obtient le theoreme que voicı: 

„Le determinant gauche et symetrique quon obtient en donnant ä r 
les valeurs 2... n, etä s les valeurs 5, 2.3..n (ou n est pair), se reduit ä 

[a23 ...n].|223...n]; 

et en particulier, en donnant a r, s les valeurs 1,2,.. 2, ce determinant se 
reduit a [12.. nn]? 


Appliquons ces theoremes a la reduction de l'equation (3.). En sup- 


posant pour plus de simplicite /.„=], on aura pour un n paır: 
13* 











u 
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2—= [123 ...n]” + [34 ...n])’ + [56...n’”’ +... +1; 
+ [24...n)’ 


et pour un umpaır: 
2—= [3..n”+[45..n”+.. +1. 
+ [13 ... n]° 


Particulierement pour n= 4 on obtient: 
2 = [1234]” + [127 + [13] + [14] + B4]’ + [427° + [3 +1 
— (Aypcdyı 4 Ars da + Ad)? + A Te 27 

+2, +42, #42, +1, 

et pur n=3: 
2=-[3]”’ +31 P + [RP +1 

—= 4, + Aa, +4,+1: 
resultats qui s’accordent parfaitement avec ceux que jai donnes dans mon 
premier memoire sur ce sujet. 

Il serait possible de trouver pour les quantites Ar, s (memoire cite) 


des expressions analogues a celles que nous venons de donner pour 2: mals 


elles seraient beaucoup plus compliquees. 


Londres. 1. Avrıl 1847. 
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6. 


Sur quelques theor&mes de la Geometrie de 
position. 
(Suite de No. 13. Tome 34.) 
(Par M. A. Cayley a Londres. ) 
V. 


Le theoreme de Pascal applique au cas ol une conique se reduit ä deux 


un 


droites, donne lieu A un systeme de neuf points situes trois a trois dans neuf 
droites qui passent reciproquement trois a trois par les neuf points. Je repre- 


senterai ces points par 


et les droites par 
135, 426, 789; 129, 483, 756; 186, 459, 723. 

On peut prendre pour la conique dont ıl sagit, deux quelconques de 
ces droites qui ne se rencontrent pas dans un des neuf points, ou ce qui re- 
vient au möme, deux quelconques des droites qui appartiennent A un des trois 
systemes, dans lesquels les droites viennent d’etre divisces; alors la troisieme 
droite sera celle qui contient les points de rencontre des cötds opposes de 
[hexagone. Par exemple, en prenant pour conique les deux droites 135, 246, 
l’hexagone sera 123456, et les points de rencontre des cötes opposes, savoir 
de 12 et 45, de 23 et 56, de 34 et 61, seront respectivement 9, 7, 8; cest ä 
dire des points situds dans la droite 789; de maniere que: 

Theoreme XV. „La figure formee par neuf points situes 3 a3 dans 
9 droites peut &tre considerde de neuf manieres differentes, comme resultante 
du theoreme de Pascal appliqu€ au cas ol la conique se reduit a deux 
droites.” 

Il y a, comme la remarque M. Graces dans le memoire cite du „Phi- 


losophical magazine’ une autre manicre assez singuliere d’envisager la figure. 
Considerons pour cela les trois triangles 126, 489, 735, qui peuvent £tre de- 
rives assez simplement de l’arrangement 135, 426, 789. Le premier de ces 


triangles est circonserit au second; car les cötes 26, 61, 12 contiennent re- 
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spectivement les points 4, 8, 9; egalement le second est circonscrit au troisieme, 
et le troisieme au premier. On tire encore du m@me arrangement 135, 426, 
789 un autre syst&me pareil de triangles; savoir 189, 435, 726. Pareillement 
les arrangements 129, 483, 756 et 186, 459, 723 donnent lieu chacun A deux 
systemes analogues. Done: 

Theoreme AFI. La figure formee par neuf points, situds trois & trois 
dans neuf droites, peut &tre considerde de six manieres differentes, comme 
composece de trois triangles circonserits eycliquement Tun ä lautre. 

Ikepresentons maintenant par 1,2,3,4,5,6,7,8,9 les neuf points 
dinflexion dune courbe du troisitme ordre (six de ces points seront neces- 
sairement imaginaires). Ces points sont, comme on sait, situes 3 ä 3 dans 
douze droites qui passent reciproquement quatre ä quatre par les neuf points, 
et qui peuvent dire representees par 

135, 426, 789; 129, 483, 756; 186, 459, 723; 147, 258, 369; 
de sorle que ce systeme est un cas particulier de celui que nous venons de 
considerer. En considerant deux quelconques des droites qui ont un point en 
commun, par exemple 147, 156, et les deux autres droites qui passent par ce 
meme point 135, 129, on obtient par la deux quadrilateres 4876 et 3952 qui 
ont pour centre commun le point 7 et dont chacun est circonscrit & lautre. 
On aurait pü obtenir par ces m@mes droites 147, 186, 135, 129 des autres 
systemes pareils; done 

Theoreme XVII. Huit points quelconques, parmi neuf points d’in- 
flexion d'une courbe du troisieme ordre, peuvent ätre consideres de trois ma- 
nieres differentes comme formant deux quadrilateres circonscrits lun & laautre., 
Les diagonales de ces six quadrilateres se reduisent & quatre droites qui pas- 
sent par le neuvieme point dinflexion. 

$. VI. Sur les figures recıproques. 

Soient &:®, 97:0, _0:@ les coordonnees dun point. Les deux plans 

definis par les equations 

(a5 +bn +co + du)x (a + an+ ag + a w)x 
+(ai + bin + co + do)y | u + (bE +/n+ b"o + b"'w)y 
+ (a Hbn Heig + do)|\ rk r+en+ cd + ec" w)2 
+ (as +lb"n+c"e+ ns + (di + dn + de + do)w 


seront les plans recıproques du point donne. 


=) 


Il peut arriver que le plan recipoque d’un point quelconque passe 


par ce point möme; ce qui implique aussı lıdentite des deux plans reciproques. 
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Ce cas particulier a et€ lobjet des recherches de M. Möbius. Je parlerai dans 
la suite des reciproques de cette espece en les appelant Recrproques gauches. 

Mais generalement, pour que les plans reciproques d’un point passent 
par ce point m@me, ıl faut que le point soit situed sur une certaine surface 
du second ordre; et alors tous les reciproques des points situes sur cette sur- 
face, seront des plans tangents d’une autre surface du second ordre. Ces 
deux surfaces pourront &tre identiques; ce qui implique aussi lidentit@ des 
deux plans reciproques. Ce cas particulier constitue en effet la theorie con- 
nue des Polaires reciproques. 

Je me propose icı d’examiner la theorie du cas general, ou les deux 
surfaces ne sont point identiques. On pourra demontrer que dans ce cas les deux 
surfaces ont necessairement en commun quatre droites: ces droites se rencon- 
trent de maniere a former un quadrilatere gauche que je representerai par 
ABCD. Il est evident que les deux surfaces se touchent aux points A, B, 
C,D. En effet, le plan DAB est le plan tangent de l'une et de lautre de 
ces surfaces au point A; et de möme ABC, BCD et CDA sont respectivement 
les plans tangents aux points B, C et D. Les deux reciproques du point A 
se reduisent a ce m@me plan DAB, et il en est egalement pour les points 
B,C, D: ıl suit de la que les droites AC et BD sont reciproques une & lau- 
tre, tandıs que les droites AB, BC, CD, DA sont respectivement reciproques 
chacune ä elle- m&@me. 

Les reciproques d’un point quelconque passent par la droite qui est 
lintersection du plan polaire du point par rapport & la premiere surface, et 
de la reciproque gauche du point determine d'une maniere qui sera expliquce 
tout a Iheure. Donc les reciprognes dun point quelconque de la premiere 
surface passent par la droite qui est lintersection du plan tangent de la pre- 
miere surface au point dont il sagit, et de la reciproque gauche du meme 
point; de maniere que sı cette droite dintersection etait connue, les reciproques 
dun point de la premiere surface seraient les plans tangents de la seconde 
surface menes par cette droite d’intersection; oü pour trouver les reciproques 


dun point de la premiere surface, on na quä chercher la reciproque gauche 


dont je viens de parler. 
Dans ce systeme de reciproques gauches, les reciproques gauches des 
points A, B, C, D sont (comme dans le systeme des reciproques que nous 


considerons) les plans DAB, ABC, BCD et CAD, et de la les droites AU et 


DB sont reciproques gauches une ä lautre, tandıs que les droites AB, BC, 
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ÜED, DA sont reciproques gauches chacune ä elle-mäme. Mais cela ne suffit 
pas pour determiner le systeme des reciproques gauches. En effet, le systeme 
des reciproques que nous considerons, nest pas completement determine au 
moyen des deux surfaces; il contient encore une quantite arbitraire (dont on 
peut facilement satisfaire). Or remarquons que la reciproque gauche d’un plan 
quelconqne, passant par Ja droite AB (ou par l’une quelconque des droites 
AB, BC, CD, DA), est situce dans cette m@me droite. Considerons un plan 
donne quelconque p AB passant par cette droite AB; la reciproque gauche 
de ce plan sera un point P de la droite AB, dont la position pourra £tre 
prise ä& volonte. Au moyen de ce plan pAB et de sa reciproque gauche P, 
sur la droite AB, ou pourra facilement construire le systeme complete des 
reciproques gauches. Car soit g un point quelconque, et representons par () 
la reciproque gauche du plan gAB (QO sera aussi un point de la droite AB); 
considerons les quatre plans DAB, CAB, pAb, gAB qui se rencontrent se- 
Ion la droite AB, et qui ont respectivement pour reciproques gauches les 
points A, B, P, O (situes sur cette m@me droite AB): le rapport enharmo- 
nique des quatre plans sera egal au rapport enharmonique des quatre points; 
ce qui suffit pour determiner le poiut Q, puisque les quatres plans et les troıs 
autres points sont donnes, et la construction graphique pour determiner ce 
point ( est parfaitement connue. Il est d’ailleurs evident que la droite mence 
par un point donne, de sorte quelle rencontre des droites reciproques gauches 
lune ä lautre, est situce dans la reciproque gauche de ce point. Donc, en 
menant par le point g la droite qui rencontre les deux droites AC et BD, 
le plan passant par cette droite et par le point (), est la reciproque gauche 
du point q quil sagissait de trouver*). Egalement, on pourrait construire la 
reciproque gauche dun plan donne. 

Donc enfin, pour trouver les reciproques dun point de la premiere 
surface: 

(A). „Construises le plan tangent ä ce point de la premiere surface, 
et construisez de la maniere expliqude ci-dessus, la reciproque gauche du point. 
Par la droite d’intersection de ces deux plans menez deux plans tangents 
i la seconde surface: ces deux plans seront les reciproques quil sagissait de 


’, 
. 


trouveı 


‘) I ya un cas trös simple qui m£rite d’etre consider“; savoir celui ou le point P coineide 
avee A. Dans ce cas Q coincide aussi avee A, et la rÖeiproque gauche de g Se reduit au plan gAC. 
De meme, si les points P, B coineident, la r£ciproque gauche de q se reduit au plan gBD. 
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On pourra construire d’une maniere analogue les reciproques dun 
plan tangent de la premiere surface. En effet: 

(B) „En construisant les reciproques du point de contact avec la 
premiere surface du plan dont il sagit, les points de contact avec la seconde 
surface, de ces deux plans, seront les reciproques dont il sagissait.” 

Egalement, pour trouver les reciproques dun plan tangent donnd de la 
seconde surface: 

(C) „Construisez le point de contact de ce plan avec la seconde sur- 
face, et construisez la reciproque gauche de ce möme plan: la droite mende 
par ces deux points rencontrera la premiere surface dans deux points qui se- 
ront les reciproques que lon desırait.” 

Et pour trouver les reciproques dun point de la seconde surface: 

(D) „Construisez les reciproques du plan tangent passant par le point 
donne de la seconde surface: les plans tangents a la premiere surface passani 
par ces deux points, seront les reciproques quil sagissait de trouver.” 

En effet les theoremes (C, D) ne sont que des transformations des 
theoremes (A, B) au moyen de la theorie des polaires reciproques. 

Enfın, pour trouver les reciproques dun point quelconque, menez par 
ce point trois plans tangents ou a la premiere ou ä la seconde surface, et 
econstruisez les reciproques de ces plan au moyen du theoreme (B ou C): les 
deux plans menes par ces points reciproques, pris trois et trois ensemble, et 
combines de maniere que Tintersection des deux plans coincide avec linter- 
section de la polaire par rapport a la premiere surface et de la reciproque 
gauche du point donne, selon la remarque ci-dessus, seront les reciproques 
cherchees; et de la m@me maniere pour les reciproques dun plan quelconque. 

Je n’essaierai pas denumerer ıcı le grand nombre de relations descriptives 
qui pourraient dtre tirees des constructions quon vient dexpliquer. Lon re- 
marquera sans peine lanalogie parlaite qui existe pour toute cette theorie et 
la theorie eorrespondante de la geometrie a deux dimensions, telle que M. 
Plicker la exposce „System der analyüschen Geometrie” p. 75 —83. On 
pourra aussi consulter sur ce point un memoire que je viens de composer 
pour le „Cambridge et Dublin mathematical Journal” et qui paraitra prochainement. 

La verification analytique de ces theoremes donne lieu a des develop- 
pements assez interessants. Pour obtenir [@quation de la premiere des surfaces 


du second ordre, il suffit d’ecrire &, 7, 9,» au heu de x, y, z, w, dans l'equa- 


tion de [un ou de lautre des plans recıproques. En supposant que =, 
Crelle’s Journal f, d. M. Bd. XXXVIIL Heft 2. 14 
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y=0,z2=0,w=0 soient des plans conjugues par rapport & la surface, 
et en remarquant que chacune de ces coordonnees peut @tre censde contenir 


un facteur constant, lequation de la premiere surface peut @tre ecrite sous 
la forme 
x +y ++"! =(. 
On aura alors pour a, 1.0, 0: en 
systeme de la forme 4 —h, g, —a; h,L,—f, —b; —g, fl, —c; a,b, c, |, et 
les equations des plans reciproques deviendront 
(atnıy tust om) E al. - ut —ao) \=(0; 
ui (hä . + /o — bu) 
+2(-gö+fn . — cu) 
+w(a& ++ De 
ce qui prouve le theoreme Enonce ci-dessus; savoir que les deux reciproques 
passent par la droite dintersection de la polaire et de la reciproque gauche 
du point. On obtient sans difficulte, pour l'Equation de la seconde surface: 
(—hy+g2—aw)' + (ha+y—f2— bo)’ + (—gaetfy+2— cw)’ 
+ (aa t+by+ez+e)” =(, 
olı sous une autre forme plus commode: 
(ty rw) + (.—hy+gz—aw) + (hx.— [2 — bw)’ 
+ (—ga+fy.—cw) + (aca+by+cz.) = 0. 
Les coordonndes des points A, B, C, D seront determindes au moyen 


des expressions 
—hy+gz—au _he-—f—bw _ —gıerfy—cew __ ax +by-rcz- 


x Yy P2 w . 











ou, en introduisant Ja quantite indeterminece s: 
se -hy+rg-aw—(, 
hat+y— a - vw =, 
- ga+yttz ww, 
aa+bıy+az tw —(. 
En effet, on demontrera aisement, non seulement que les points definis par 
ces equations sont situes dans lintersection des deux surfaces, mais aussi que 
les deux surfaces se touchent dans ces points-ci; ce qui fait voir quen com- 
binant convenablement les quatre points, les deux surfaces doivent se couper 
(comme nous l'avons deja avance), suivant les droites AB, BC, CD, DA. 
Je vais examiner encore de plus pres le systeme d’equations qui de- 
terminent ces points. On en tire tout de suite, pour determiner s, lequation 











6. Cayley, sur quelques theoremes de la Geometrie de position. 103 


Su —=N, 
otı [on a fait pour abreger: 
ame Hrh, 
9=af+bg + ch. 
Supposons encore 
sf+a=ÄA, sg+t+b9=B, Ssh+c9o = ei 
sat+f9o=F, Sb+g0=6G, ®c+ho=H: 
l'@quation qui determine s, pourra @tre ecrite sous cette autre forme: 
AF+ BG + CH=V. 
Jai trouve que les Equations des droites AC et BD peuyent dire presentdes 


sous les formes assez elegantes 


— lIy+G:— Av=l(, — Cy + Bz—- Fo=0, 
Hx . - Fr — Bo =ß, Ux . - A — Geo—=V, | 
— Gx + Fy . - &@=l, — bx + Ay . — Hko=V$, | 
Ax + By+(: ii eh Fx -+Gy+H: . =4, 


olı chacun de ces systemes d’equations nest equivalent quä un systeme de 


de deux equations. En entrechangeant les racınes de lequation en 5, cest ä 
. ‚ . 9° . ' \ “ 2 
dire en ecrivant z au lıeu de s?, les deux systemes ne font que s’entre- 





changer; comme en effet cela doit Ötre. 
Enfin, les equations des plans ACD, BAC, ou des plans ABD, BDC 
peuvent tre exprimdes sous les formes 
PO =(.— Hy+G:— Aw) + (Hx.— Fz— Bo)’ + (-Gx+Fy.— CGw)’ 
+ (Ae + By + 2.) =(, j 
RS = (.— Cy+Bz— Fo) + (Cx.— Az— Gw) + (— Bx+ Ay .— Ho)’ 
+ (Fa+Gy+H:z.?”=0: 


equations desquelles on tıre les relations identiques 


PO+RS=— s!(wW—49) ("+Y’+2’+0?), 
PO + s’RS = s’.(u’—40°) 
x[. —hy+gz— aw)’ + (ha... z—bo)’ +(—ga—fy.— co)’ +(aa+by-+cz.)?], 


qui mettent en evidence ce que lon savait deja, savoir, que les deux surfaces 
contiennent les droites AB, BC, CD, DA. 
Mettons pour un moment, pour abreger: 
‚—hn+ge — au=l, h&E.—R—bo=m, 
— gE— fy.—co=n, aö+bn+c0.=p, 
de sorte de l’@quation de la reciproque gauche du point (&,n, 0, ®) devient 
14* 
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ve +my+n+pw=(0; 
supposons de plus que en combinant cette &quation avec les equations des 
droites AC et BD respectivement, on obtiendra x:y:z:w= X:Y:Z:W et 





aıy:ızw= A, Y,:Z,:/V, respectivement. De lä on tire 
A a — (m + bn— Fp, A, = — Hm + Gn — Ap, 
ra" — An — Gp, Y,= Hi . +FJn-—DBp, 
Z =— Bl + Am — Hp, Z, =— Gl + Fm — CH, 
‚V= Fl+Gm + Hn IV= Al+ Bm + Cn 
et delä, identiquement: 
9. NEE HÄ— F.Ä,, 
9 (9 — s*) n=oy — $ 
9.(P—s)o = 9Z — SZ, 
9.(3—5')o = oW— SW; 


ce quı correspond en effet au theor&me Enonce ci-dessus, savoir que la re- 
ciproque gauche dun point rencontre les droites AC, BD en deux points 
tels, que la droite passant par ces deux points, passe par le point m@me. Les 
demonstrations des differents theoremes d’analyse dont je me sers, n’ont point 
des diffieultes. 


En Juwllet 1847. 
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l. 
Note sur les fonctions du second ordre. 
(Par M. A. Cayley a Londres.) 


N eient &,Y, +... des variables dont le nombre est 22 ou (2n+1); repre- 
sentons par &, N, .... un nombre egal de fonctions lineaires des variables 
X, Y, +... et soil 

U=&r-+ny+# .... 


= Aa’ + By +... +2Hay + .... et 


Vl.6, n.%l 
E AH 
n HB 








J’ai trouve que les deux fonctions U et / peuvent ätre reduites ä la forme 
U=AR + uG, 
V=zWQ+ u'G, 
ol A, 4, 4,41‘ sont des co@fficients constants, 2 est une fonction du second or- 
dre des n variables (fonctions lineaires de x, y, ....), et ® est une fonction de n 
ou de n-+1 varıables (fonctions lineaires de x, y, ....); selon que le nombre 
des variables x, y, .... est 22 ou 2n-+H1. 
Par exemple pour trois variables ©, y, z, on a 
U=4a” + uzy, 
V=NWa’ + uy; 
et les coniques representees par les equations U=0, V = ont entre elles 
un contact double. Cela se rapporte ä la theorie des reciproques dans la 


geometrie plane, telle que M. Plücker la presentde dans son „Systeme de 


geometrie analytique”. 
De mä&me pour quatre varıables x, y,2z,w on a 
U=/ay + uw, 
V=May+ uw 
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et les surfaces representdes par les equations ÜU=0, F=V0 se coupent dans 
quatre droites, ou bien se touchent au quatre sommets d’un quadrilatere gauche. 
Cela se rapporte &galement ä la theorie des r&ciproques dans lespace: theorie 
dont jai parle dans mon Memoire „Sur quelques theoremes de la geometrie 
de position $. VI. 

Il y a & remarquer que dans le cas oü les co@fficients de &, y,.... 
dans les fonctions &,%,.... forment un systeme symetrique, c’est ä dire, on 
£=Ax+Hy-+.... 
n= Hx+By-+.... 

a hen nn u 
on ai:ua=#H:a, et ddaF”= KU, K etant donne par l’equation 


| K=1A HH. | 
| 


m me zu zer Te 


ce qui est connu. 
Iemarquons enfın que dans le cas general ou 
g&=ax +by .. 
n=ac+by.. 


la fonetion 7 ne change pas de valeur en ecrivant au lieu de ces expressions: 
E=ax + ay-+.. 
„= bx +by+ .r 


Wr Zu GE wi Er oz Zu 


\ 


propriete qui se rapporte aussı A la theorie des reciproques. 


En Juillet 1847. 
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5, 


Einige Aufgaben aus der Combinationslehre. 


(Von Herrn Weiss, Lehrer der Mathematik zu Fürth bei Nürnberg.) 


(Fortsetzung der Abhandlung No. 12. im 34ten Bande.) 


Il. 


1. In vorigen Abschnitt waren gegeben n, Elemente, welche Imal 
1, Elemente, welche 2mal, rn, Elemente, welche 3mal und so bis zu n, Ele- 
menten, welche zn mal vorkommen dürfen, und es wurden daraus alle möglichen 
Combinationen und Variationen hergestellt und ıhre Anzahl a priori gesucht, 
für eine beliebige mte Classe. 
Die Combinationen, d. h. ıhre Summe, bezeichne man durch 
Aqusı (Fitz ‚PpaE WNBpre, Er 
die Variationen, d. h. ihre Summe, durch 
V"(n,N,N3 .... An) 
2.B. V’(n=4, n=3, n,=0) heisst: die Summe aller Variationen 3ter Classe 
mit Wiederholung, für den Fall, dass 4 Elemente Imal, 3 Elemente 2 mal, 
kein Element 3mal gesetzt werden darf. 
2. Die Anzahl der für diese Fälle möglichen Complexionen bezeichne 
man dadurch, dass man noch ein N vor obige Ausdrücke setzt; also durch 
NC” (n,, nz, n3 ....n,») und NV”"(n,n,nz3.... N.) 


3. Aus dem vorigen Abschnitt erhält man dann folgende Formeln: 


m 
— y ( 
A. NC”(n,, N,, N3 .... Mn u >: . Sm) * 


Hier bedeutet 6%, die kte Combinationsclasse mit Wiederholungen zur Summe 
m von den Elementen n,, 7, 7; .... n,„; der deutsche Buchstab & soll anzeigen: 
&) Dass aus jeder Combination nach der in (II.) angegebenen Art 
ein Differenzen - Product herzustellen und 
P) Dass jedes der so hergestellten Producte noch durch Facultäten, wie 


es ebenfalls oben gesagt wurde, zu dividiren sei. 
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/ "m Mm: 
B. NY "(Mr Pas Ba on 0) u II x NC”(n,, n,,n;.... n.) 
k=m 
| ER Sr (gk 
Alanlunte m 
Hier sind a,, &,, @s, .... @, die Indices der n für jede einzelne Combination der 
n zur Summe in; also ıt +» + u, .... + ,=m. 


IV. 


I. In (1) wurden aus Elementenreihen Combinationen hergestellt, un- 
ter der Bedingung, dass keine ähnlichen Glieder in einer Combination vor- 
kommen. Nun sollen Combinationen aufgestellt werden, unter übrigens glei- 
chen Umständen wie dort, in welchen auch ähnliche Glieder in einer Combi- 
nation vorkommen dürfen. 

2. Gegeben seien wieder 1) eine Reihe mit p, Gliedern, 2) eine Reihe 
mit 23 Gliedern, 3) eine Reihe mit p3 Gliedern, .......... zn) eine Reihe mit 
Pım Gliedern. Jede Heihe habe eine andere Hauptgrösse, und jede, z. B. die 
kte, die Zahlen 1,2,3 .... px zu Indices. 

3. Sind nur zwei Reihen gegeben, so findet man die Combinationen 
dadurch, dass man zu jedem Gliede der einen Reihe jedes Glied der andern 
hinzusetzt. Dies giebt, wenn die eine p,, die andere p,Glieder hat, p«.p ,Com- 
binationen. Aus drei Reihen findet man die Combinationen , wenn man zu 
jeder der aus zweı von ıhnen entstandenen Combinationen jedes Glied der 
dritten Reihe hinzusetzt, Hat die erste Reihe p«, die zweite p,, die dritte p, 
Glieder, so ist die Anzahl der möglichen Combimationen — Da: Pay Pr. 

4. Durch den Beweis von mn zu m-+1 findet sich leicht, dass 


die Anzahl der möglichen Combinationen aus den oben gegebenen Reihen 


= Pı:Pr-Pa ++ Pm ist, 

5. Es ıst zu bemerken, dass es sowohl für die Aufstellung der Com- 
binationen, als für die Entwicklung der Formel für ihre Anzahl, gleich ist, ın 
welcher Auleinanderfolge die Reihen genommen werden. Ja man kann die 
leihen in Parthieen theilen, so dass die erste Parthie 4, Reihen enthält, deren 
erste p,, die zweite p3 ..... die gıte 4, Glieder hat; die zweite Parthie 9, Rei- 
hen, deren erste py,-+1, die zweite P4,-F2 .... die Yale Reihe ?4,-+4, Glieder hat, 


und so weiter; zuletzt die rte Parthie, y, Keihen, deren erste P449-4.141 


die zweite Pg+g+9.. a2 >. die g,te Reihe P4,-+4-#9...+g, Glieder hat; wo 
also, weil es im Ganzen m Reihen sind, 9, + tg ...4,=m ıst. So 
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gruppirt kann man von jeder Parthie für sich die Combinationen aufstellen, 
dann zu jeder Combination der ersten Parthie alle Combinationen der zweiten 
setzen, zu jeder der dadurch entstehenden Combinationen jede Combination 
der dritten Parthie u. s. w. Die erste Parthie hat p,.p3 .... ?4,, die zweite 
Pott: Po+2 ++: Pt, die dritte 244: Pp+p4+2 ---, die rte Gruppe hat 
Pn+n-+e-gat+t1: PotpH+--4r42 9 Po+n+g...+g, Combinationen : folglich 
erhält man durch die beschriebene Zusammensetzung für die Anzahl aller 
Combinationen, pP}. P2 +: Pa: Pott Pat: Pott: Pong. , Und 
dayıt+g+t 9 ....9, =m ıst, P1-P2-Ps ---- Pm} Wie es sein soll. 

6. In einer Gruppe von m identischen Reihen unterscheiden sich die 
einzelnen Glieder bloss durch die Indices, weil alle dieselbe Hauptgrösse haben. 
Wollte man hier nach der Weise (4.) die Combinationen aufstellen, so würde 
man, wie bekannt, die mte Variationsclasse mit unbeschränkter Wiederho- 
lung finden (wo die Indices die Elemente wären). Um jedoch, wie verlangt 
wird, Combinationen zu finden, muss man bei der Aufstellung das Verfahren 
der gewöhnlichen Combinationen beobachten, d. h. kein niedrigeres Element 
auf ein höheres folgen lassen. Man wird dann für die Anzahl der möglichen 
Combinationen auch die Formel der Combinationen mit beschränkter Wieder- 
holung erhalten. Ist demnach die Anzahl der Glieder der Reihe = p. und die 
Anzahl der Reihen selbst = m, so ist, weil p« die Anzahl der Elemente, aber 


Classenzahl ist, die Anzahl der möglichen Combinationen 








— Pa(Pa+V) (Pat+2)  (Pat+m—1) 
— 1.2.3 ....m . 


7. Für mehrere Gruppen identischer Reihen stelle man von jeder 
Gruppe die Combinationen auf, setze sodann zu jeder Combination der ersten 
Gruppe jede Combination der zweiten, zu jeder der so entstandenen Combi- 
nationen jede Combination der dritten Gruppe u. s. w. (auf (5.) sich stützend). 
Hat dann die Reihe der ersten Gruppe p«, Glieder und sind zn, Reihen in der 
Gruppe, die Reihe der zweiten Gruppe p«, Glieder mit zn, Reihen, die 
Reihe der dritten Gruppe p«, Glieder mit mn; Reihen u. s. w.; zuletzt die rte 
Gruppe ?«, Glieder mit zn, Reihen: so ist die Anzahl aller hieraus hervor- 
gehenden Combinationen 


_ Pa (Pa +1).(pa tm -DXp, Pat). (Pa, +ma-1)...X pa, Pat). (Partm,— 1) 
Kt ai 1 Re, T 





8. Es ıst leicht zu sehen, dass wenn Combinationen aus Reihen ge- 


bildet werden, in welchen kein Index derselbe ist, auch keine ähnlichen Indices 
Crelle’s Journal f. d, M. Bd. XXXVII. Heft 2. 15 











110 8. Weiss, einige Aufgaben aus der Combinationslehre. 


darin vorkommen, dass indessen für ihre Bildung und ihre Anzahl Alles, was 
in dieseın Abschnitt gesagt wurde, Gültigkeit hat. 

9. Wir übergehen hier die Anwendung, welche man von dieser Art 
Combinationen in der Analysis, besonders in der Arithmetik der Polynomen 
machen kann, indem es ausser dem Zweck dieses Aufsatzes liegt, den Nutzen 
der Combinationslehre in der Analysıs gegen das Verdammungs-Urtheil einiger 
Mathematiker der jüngsten Zeit zu verwahren. Der Verfasser strebt, eingedenk 
einer Acusserung des bekannten Gombinatorikers Dr. Oettinger (in der Vorrede 
zu seiner Combinationslehre), dieser Lehre, als einer erst noch aufkeimenden 
Pflanze, Nahrung zuführen zu helfen, damit sie erstarke, Aeste und Zweige 
treibe, und überlässt Andern die Benutzung oder Zerstörung der neuen 
Schösslinge. 

In diesem Sinne wollen wir die Darstellungs- Art unserer Combinatio- 
nen ın diesem und dem Abschnitt I. näher betrachten und werden dadurch 
zu einer noch nicht beachteten Art von Complexionen gelangen. 

10. Aus der ın (3.) angegebenen Aufstellungsweise folgt, ganz ähnlich, 
wie es für die Combinationen in Abschnitt I. in (I. 7.) an einem Beispiele 
gezeigt wurde, dass an der ersten Stelle nur die Hauptgrösse der zur ersten 
gewählten, an der zweiten Stelle nur die Hauptgrösse der zur zweiten gewähl- 
ten u. s. w. an der mten Stelle nur die Hauptgrösse der zur mten gewähl- 
ten Reihe steht. Der Kürze wegen braucht man nur an jede Stelle ein für 
allemal oben die Hauptgrösse hinzusetzen und darunter nach (3.) die Indices 
aufzustellen. 

Hätten nun alle Reihen eine gleiche Zahl von Gliedern, und so diesel- 
ben Zahlen zu Indices, so würde man nach (3.) die mnte Combinationsclasse 
nit unbeschränkter Wiederholung erhalten; wie leicht zu sehen, wenn man 
diesen Fall mit der für Variationen gewöhnlichen Aufstellungs- Art vergleicht. 
Für Variationen wird jedoch noch eine zweite, kürzere Aufstellungs-Art gelehrt: 
die sogenannte Krhöhungsmethode. Dieselbe kann auch in dem Falle ange- 
wendet werden, wenn alle Reihen gleich viele Glieder haben. Aber auch dann 
ist sie anwendbar, wenn die Reihen eine verschiedene Zahl von Gliedern haben. 
In diesem letzten Falle darf jedoch, wenn die Zahl der Glieder der Reihe, von 
welcher die Hauptgrösse die «te Stelle einnimmt, = pa ıst, keine Zahl (Index) 


höher als p. an der «ten Stelle stehen; diese Stelle lässt nur eine Erhöhung 


bis zu P« zu. 


ll. Hat man m Reihen von Pı, Pa» Ps... m Gliedern, und ist 
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Pı < Pa < Pr ++: < Pm, so hat die erste Reihe alle p, =sı Zahlen von 1 bis 
pı; die zweite hat alle diese Zahlen und noch die p — pı = 52 Zahlen bis 
zu pP; die dritte Reihe hat alle diese und noch dazu die p,—p, Zahlen u. s. w.; 
die mte Reihe hat alle vorhergehenden und noch die s,„—= p,„— Ppn-ı Zahlen 
Von Pm-ı Dis m, Dann dürfen an allen Stellen nur die Zahlen bis p, stehen; 
an allen, mit Ausnahme der ersten Stelle, die Zahlen von p, bıs ps; an allen, mit 
Ausnahme der zweiten Stelle, die Zahlen von p, bis p,; an allen, mit Ausnahme 


der dritten Stelle, die Zahlen von p, bis p,, u. s. w.; an allen mit Ausnahme 


der m — 1 ersten Stellen, die Zahlen von p,„-ı bis >„. Man erhöhe deshalb 
an der ersten Stelle die Zeiger nur bis p,, an der zweiten bis p,...., an der 


mten bis p„. Die Gruppen, welche die Indices bilden, kann man Farzationen 
mit beschränkter Stellenbesetzung nennen, da man nıcht mit allen Elementen 
alle Stellen besetzen darf; und zwar sind die hieher gehörigen Complexionen 
der Indices in (1. 7.) Variationen mit beschränkter Stellenbesetzung ohne Wie- 
derholung, und die dieses Abschnitts, zmıt Wiederholung. Eben so giebt es 
Combinationen und Permutationen mit beschränkter Wiederholung, 

12. Hier sollen immer s; Elemente an der ersten Stelle, s, Elemente an 
der 2ten, s, Elemente an der 3ten und s; Elemente an der kten und in allen 
folgenden Stellen stehen dürfen; so also, dass p, = sı Elemente an allen Stellen 
stehen dürfen, ,=sı+sz von der zweiten an, p=s} 45245; von der dritten 
an usw M=Ss +54 53...+ 5; von der kten an, an allen Stellen. Dies giebt 


ss =Pı Sı = Pr Pr S=Pp Ps Ss = Pı "Pr = —Pp 


k-1' 


z, 
Von der Anzahl der Permutationen mit beschränkter Stellenbesetzung. 

A. Es sind nur ungleiche Elemente gegeben. 

1. Man ordne die zuerst gegebenen Elemente so, dass zuerst die s,, 
dann die 5 u. s. w. die s; Elemente stehen. Die s, ersten Elemente geben 
1.2.3 ....,s; = sı! Permutationen. Kommt hiezu 1 Element von s,, so darf 
dieses alle Stellen einnehmen. nur nicht die erste; folglich darf es s, Stellen 
einnehmen, und man erhält durch den Zutritt dieses neuen Elements aus je- 
der der s, ! Permutationen s, neue, folglich im ganzen s,!x s, Permutationen. 
Kommt ein zweites Element aus den s, hinzu, so kann dasselbe s,+1 Stellen 
besetzen und man erhält s;! s,(s, +1) Permutationen. Auf gleiche Weise fahre 
man fort und es findet sich, dass die s, und s, Elemente s,!x (s,, DD” =n, Per- 


mutationen geben. Tritt zu diesen eines der s; Elemente, so darf es an allen 


15 * 
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Stellen stehen, nur nicht an den zwei ersten; es darf also ;+s,+1-2=sı+5s:-1 
Stellen einnehmen. Daraus folgt, dass man aus jeder der n, schon gefundenen 
Permutationen durch den Hinzutritt eines Elements derer von s,, r,(s)+s2—1) 
neue Permutationen erhalten werde. Ein zweites Element derer von s, kann 
5; X 52 Stellen einnehmen; es ergeben sich also aus den sı und s, Elementen, 
dann aus 2 derer von 53, 725 (s +s3—1) (sı+s,) Permutationen. Fährt man 
so fort, so erhält man aus s; + s, + s, Elementen 

1° (ss +5—1) (+5) (ss +S2+ 1) ....(s;+Ss2+ (s;—2)) Permutationen, also 
in Allem 

(1, 1)” (s,D)D? (+ —1,1)*- 

2. Hieraus lässt sich nach der Analogie schliessen, dass die Anzahl 

der Permutationen der Elemente s,, 52, S3,.... gleich ist 

(1,1) (5, D)* (s+s —1,1)° ....(s +52 +»... (41 (k—2), Dr = n,. 
Ist der Ausdruck für k Reihen gültig, so kann, wenn noch ein Element derer 
von s4;; hinzutritt, dieses an s+s52+53 .... 5 +1—% Stellen stehen. 

Man erhält dadurch ss + ss + .... ss(k—1) neue Permutationen aus 
jeder der rı, schon gefunden, folglich durch Hinzutritt von 1 Element der 
$;+ı Elemente, (5, #82 .... 5; —(k—1)) Permutationen. Durch Hinzutritt 
eines zweiten Elements erhält man 

4 (Ss #52...) — (kV) (sts 53... +5) — (k—2)). 

Nimmt man an, dass das hieraus sich ergebende Geseiz für den Zutritt von h 
neuen Elementen derer von s;+ı richtig sei, dass also die Anzahl der Permu- 


talionen von den Elementen s,,52, 53, +... ss und A derer von s;, 
— nm((sı #52 ....: )— (k—V) (st5H+S3....+ 5) —(k—2)) .... 
.... + ((s ++ 53 +...) — (k—h)) = Im, 


sei, so erhält man für den Zutritt eines neuen, des A++1lten Elements derer von 
Syy1, weil dieses s; + 2 .... 5 +Ah+1— % Stellen einnehrnen kann, offenbar 
In, [(Sı #52. + ..5,) — (k—(A+1))] Permutationen; wodurch zunächst die Rich- 
tigkeit dargethan wird für den Hinzutritt von A Elementen eines s, also auch 
die Richtigkeit von nz, und n,. Man erhält also für die Anzahl der Permuta- 


ce 


tionen aus den Elementen derer von s}, $3, 53, .... 5; und für den Hinzutritt von 


h Elementen derer von %yı, wenn 71x richtig ist, 
(ls 52.. 5) (ALU) (sit s2t+ 53... +5) — (A 2). (St sat 53... 59)— (k—h)) ; 
also für den Hinzutritt aller s;,ı Elemente derer von s; (wenn man h= +; 


setzt), ns +59...) — (k—D) (ls #5...) — (k—2)) .... 
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+ +9 t+Ss... +4) + SH —kenls ++ 5... — (k— 1))*H. 
Aus diesem Resultat geht die allgemeine Gültigkeit für 2, hervor. 

Demnach ist für s, Elemente, die von der ersten Stelle an, für s, Elemente 
die von der zweiten Stelle an, für s, Elemente, die von der dritten Stelle an u. s. w. 
zuletzt für s; Elemente, die von der kten Stelle an, an allen Stellen stehen 
dürfen, die Anzahl der möglichen Permutationen, wenn unter dem s keine 
gleichen Elemente sind: 

— (1, D* x (s), Dr X (+ — D, Dex (a +2 +s5— DD“... 
x ((s + 52 2... 1 — (k—2)), 1)* .... 

3. Erstes Beispel BE sa ses mes... =s, —=l, so ist 
die Anzahl = (1, ) =1, (ss, =(1,N=1, („+s.—1ND'= (1,1)'=1.... 
also die Anzahl =1.1.1.1.1.1....1=1; d.h. Es giebt keine weitern Stel- 
lungen, welche die Elemente in der gegebenen Complexion einnehmen kön- 
nen; was schon daraus folgt, dass nicht alle Elemente an die von ihnen 
rechts stehenden Stellen gesetzt werden können; wenn eines seine Stelle gegen 
eine Stelle weiter rechts vertauschen wollte, wäre kein Element mehr da, um 
seine verlassene Stelle zu besetzen. 

Zweites Beispiel. In (1.) kommt die Complexion 1234 vor, und dort 
darf man bis zu 2 an der ersten Stelle, bis zu 3 an der zweiten, bis zu 4 an 
der dritten und bis zu 4 auch an der 4ten Stelle erhöhen. Hier ist also 
s=2; ,=1;,=1; ,=0(, folglich erhält man 

(1,1? x2, 1) x (2, N'x(2,1%=1.2X2x2x1; 
wie auch ın (IV. 15.) zu sehen ist. 

Drittes Beispiel. Es sollen die Stellungen (ihrer Zahl nach) angege- 
ben werden, welche folgende 8 Figuren auf einem Schachbrett einnehmen 
können, wenn auf jeder der 8 Querreihen nur eine Figur stehen soll, und zwar 
nach folgender Regel: der schwarze und der weisse König dürfen auf allen 
Querreihen stehen, die Königin nur auf den 7 letzen. Ein Springer darf nur 
auf den 6 letzten, ein Thurm nur auf den 5 letzten, ein Läufer nur auf den 


4 letzten und ein weisser und ein schwarzer Bauer nur auf den zwei letzten 


Stellen stehen. Hier ist 
u ss a ua a zu u ae se 


also erhält man (1,1?x (2,1)! x (2,1)'x (2,1)'x (2,1)! x (2,1) x (1,1?x (2,1)? 
— 1.2x2x2x2x2x1x1.2x1= 64. 


Die Stellungen selbst sind, wenn der weisse König durch 1, der schwarze 
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durch 2, die Königin durch 3, der Springer durch 4, der Thurm durch 5, der 


Läufer durch 6, der weisse Bauer durch 7 und der schwarze Bauer durch 8 
bezeichnet wird, folgende: 


1. 11. IIL.IV. V. VI. VIEVII. [. II. IIL.IV. V. VI.VILVOI. [. IE. IILIV. v. VI. VILVIN I. IT. IILIV. V. VI VILNII. 
12345678 13245678 213545678 25145678 
12345687 13245687 21545687 25145687 
123546578 13246578 21346578 23146578 
12346557 13246587 21546587 251465857 
12354678 13254678 21554678 25154678 
12354687 15254687 21354687 2535154687 
12356478 15256478 21356478 25156478 
12356487 13256487 21356487 23156487 
1245355678 13425678 21435678 25415678 
12435687 13425687 21435687 254156857 
124365783 13426578 21436578 23416578 
12436587 15426587 21456587 253416587 
124593678 13452678 21453678 25451678 
12453687 13452687 214553687 25451687 
1245653758 13456278 21456378 25456178 
12456387 15456287 21456387 25456187 


B. Es sind auch gleiche Elemente dabei. 

4, Gleiche Elemente können sich nur unter einem und demselben s 
finden, oder gleiche Elemente dürfen an denselben Stellen stehen. Befindet 
sich nun unter einem s, z. B. in s;, eine Gruppe von a, gleichen Elementen, 
dann wieder eine Gruppe von £;, dann eine Gruppe von y£ u. s. w., so giebt 
es, wenn man alle Elemente als ungleich voraussetzt, 2; Permutationen. Alle 
diese Permutationen kann man ın Parthieen theilen, so, dass sıch die von einer 
Parthie nur durch die Stellung der als ungleich angenommenen a; Elemente 
unterscheiden. Diese «a; Elemente können aber, als unter einem s befindlich, 


alle möglichen a;! Stellungen unter sich einnehmen; es besteht folglich jede 


Nk 
Parthie aus a,! Permutationen, und es giebt = Parthieen. Sobald man aber 


die a; Elemente gleich annimmt, wie es sein soll, gelten alle Permutationen 
einer Parthie für eine, und es wird also nur so viele Permutationen geben, 
Nk 


als Parthieen, d. h. e=L Auf ganz ähnliche Weise findet man, dass, wenn die 


gleichen Elemente folgende sind: 
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Eine Gruppe a,, eine Gruppe f,, eine Gruppe Yy, .... unter s,; 
Eine Gruppe a,, eine Gruppe ß,, eine Gruppe y, .... unter s,; 


Eine Gruppe &, eine Gruppe /,, eine Gruppe Y,.... unter s;; 


Eine Gruppe &;, eine Gruppe /;, eine Gruppe Y; .... unter s;: 


dass dann die Anzahl der Permutationen 


1,+1)" X(s, +1)” x x ((s+82—D, +1)" a mac ae +1) P 








[84 ı!Aı!yı! u X Ga! Pa! Yalz. .Xts!; r I3) 3 Il®, lg 16 67 u 
$ 
(sı4+82 5-1 (2), +) . 
ee oT. Tee ara tm 1st, 
Ok: Ik:yk: 

Sind ın dem obigen Beispiel die zwei Könige eleich und die zwei 

oO Ö 5 

N, 64 64 
. - 0 —— — _ Ge > Bo , 
1e De rn: ] = — = = :rmula- 
Bauern ebenfalls, so erhält man nur i3.13 "1313 1 I6 Peı 


tionen, nemlich die folgenden: 





11234566 12134566 
11235466 12135466 
11243566 12143566 
11245366\ 12145366 | 
11324566/ 12314565 [ 
11325466 12315466 
11342566 12341566 
11345266 12345166 


3. Für s die p gesetzt, giebt (IV. 2.) für die Anzahl der Permutationen 


A,+1 P(p, ‚+ yPa=Pı x (Cpı=) he x (po): +1) Ps 2 
a!dı!yı!aa ! BalyalX t3» 5! vs! +%X0 Balyalan 
X [(Pı-ı aD), Hut. u 


I. 
xa,! Pi! Y !. 


dem Beispiel der Schachfiguren ist 


“ |. 


p=23 pm=3; mp=4; p=5; =6; p=6; = mt; 
also die Anzahl = 1.2x2x2x2x2Xx1x2x1= 64; wie oben. 

6. Letztere Formel ıst die bequemste und soll in der Folge unter 
dem Namen: Formel für Permutationen bei beschränkter Stellenbesetzung 
immer gemeint werden. 


7. Ist aaa P%, so ist die Anzahl der Permuta- 
a,nD® 1.23. 





tionen = = = ; wie es sein muss. 
— a!lßılyılam tal a 
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VI. Combinationen mit beschränkter Stellenbesetzung. 


den Combinationen kann man die ersten Stellen mit jedem der 
s; Glieder, die an allen Stellen stehen dürfen, besetzen; die zweiten mit jedem 
der s, oder s,; die dritten mit jedem der s, der s,, und der s, Glieder u. s. w. 
die znte Stelle mit jedem Gliede der s,, 52, $3,....5„. Es lassen sich hier so viele 
Arten bilden, als es Combinationen der s unter einander zur m ten Classe 
mit Wiederholung und beschränkter Besetzung giebt. Die Gombination der s 
ıst mittels der Erhöhungsmethode leicht. 

Von jeder einzelnen Art erhält man, 

A. Für Combinationen ohne Wiederholung nach (I. 2.), die Anzahl 
dadurch, dass man die s hintereinander als Factor setzt und, wenn mehrere, 
z. B. hier k, mit demselben Index aufeinander folgen, vom zweiten s mit glei- 
chem Index 1, vom 3ten 2, vom 4ten 3 u. s. w. vom kten s mit gleichem In- 
dex #— 1 abzieht und den ganzen Ausdruck noch mit der Factorielle &' 
dividirt. 

B. Für Combinationen znıt Wiederholung (wo ähnliche Glieder vor- 
kommen) findet man nach (IV. 8.) die Anzahl der Combinationen jeder einzel- 
nen Art, wenn man die s hinter einander als Factoren setzt und, falls meh- 
rere s, z. B, k, mit gleichem Index vorkommen, zum zweiten 1, zum dritten 2, 
zum vierten 3 u. s. f. zum kten k — 1 addırt und ebenfalls den ganzen Aus- 
dru mit der Factorielle A! dividirt. 

Beispiel. Die obern Zeichen gelten für Combinationen ohne Wieder- 


holung, die untern für Combinationen mil Wiederholung. 


I. Classe = sı. 

II. Classe = an + 5155. 
III. Classe = et (SF) ++ 5] + Sı 5 > Sa]. 
IV. Classe = " — ur Fr +9 +s+ Ss 








anne )$2 (SED 


s.(s 1) 3 -(s:1) 
Ds +s+s]+ "73 I as 


+ s,] 
(s ‚en 


8,5, (4.1) 
Er 


+ sı|. 
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V. Classe = EDER) (9) 














1.234 tests tst ss 
ren COEn 22 Din zEIE ZEYEn SEHE ze en ++ 5) 
ee BORD +stets] 
++] 
un) EN a ln 7 , +s,] 
518,85 (8: FU) 





(s.Z en 
12 (SF) + +5] + sel Tv +5; |. 


V]. Classe = er) er 
1) (s,—=2) (s,=3)s 

nn cn S Hy TO D&FD+s:+s4+s+5] 

(FM (SF2) (SF3)$5 En 
1.2.3.4 


HH FDEFN (HF): (s,D 
1.2.3.4 3 +s+s1+ 


s($ (ls (5 =F2) 8, ($ #D 
(81 oo = no; 5 BEFI)+S+s+5+ 50] 


—ı] N 1 —) 
s(sI FF SER es, 1) Ss se] Aue erF )85 er 
S(CHFDCSHF2) ss (FD) (sl 

EDEN NE Dr + s + sc] 


s(sıFl) 52888 aEl., s] SENDEN -, 


u 5 121.2 B:(sF2)+s;+ 5; 


1 1 s.—1)s; (s;$=]) (s,—2 3 
T — = Di oJ go = er I +s,+s,+ 5 | 
sCFl8sQ5 FD: en 
1.2.1.2 


++ 4+s: +5 + 5, 


—- 





+5, +5: #5sJ 


HEFT) SFIHFINSs [es U) 
1.2.3.4 12 26] 











7 
+ Ss) 








TE EBS 





s(sıFDss(s5F=l)s - 
+ +5) + 1212 -BE&SFD+ss) 


s(sF1D)s35, (s;F1l) 
12.1. er B(Hr2)+ 5450) 


s=1) (5,52) (8,73 Ä 
iz = EI Erst 


| —2)s, ‚(s;FL1) 
+ 5,5, X rar )88 N x +5, +5 +5;] 


$15,(5F1) (8,2) s; ‚(sıF2) 5,5, (S3F1) (532) S; -(s;Fl) 5 
ns AKHrtstg+ Tas Met) 


—l —] l)s —] 
ner (SE) HS tS ts) + „al I, 





























3 
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)s.(s:F1) 
BG d+s+s.] 


(8 - 818283 (8: z1)(s +2) (5,79) 
= er sly +s1#+ 1923 133 sr > st9) 


5,828 (8: (1) $18283 (Ss F1 
a N Erd+ a 


a 


55 (F1)535; Sa 
Krle 


$182(82 Fl) 


F- 





+5, +5 +5] 
12 


sl): 


+ 5,5353 1.2 [3 (s,F2)+ 5; +5] + Sı 52 53 54ss| 1 +5;]. 


Zur Probe, ob alle Combinationen mit dem s wirklich utası wurden, 
kann man die Zahl der einzelnen Posten dadurch berechnen, dass man aus 
der Formel der nächst vorstehenden Classe die Anzahl der Combinationen 
der s sucht, indem man darin (bis zum geltenden untern Zeichen) sı = 2; 


Ss) zz SS, ... selzL, 
tt 1 setzt 


VI. Variationen mit beschränkter Stellenbesetzung. 
A. Ohne Wiederholung. 


Die Formel der Anzahl für die nte Classe ist, wie leicht zu sehen: 
= p,(p—]1) (p3—2) .... (7. —(m—])). 
B. Mit Wiederholung. 


Die Formel, wie ebenfalls leicht zu sehen, ist für die Anzahl mter Classe 


= Pı P2 Ps .... Pm® 


VI. 

Folgende Aufgabe, welche man gewöhnlich nicht beachtet und mit 
der wir eine Anwendung in der Wahrscheinlichkeitsrechnung verbinden wer- 
den, wollen wir noch schliesslich untersuchen. Sie ist: die Anzahl der Combi- 
nationen und Variationen zu finden, rnit und ohne Stellenbesetzung, in welchen 
r Elemente 1mal, r, Elemente 2mal, r; Elemente 3mal u. s. w., zuletzt r, Ele- 
mente pmal vorkommen. 

1. JVenn die Stellenbesetzung nicht beschränkt ist, findet sich die 
Aufgabe schon ın Abschnitt (I1.) gelöset. Jeder Posten zeigt, wie aus (Il. 6.) 
folgt, für welche Art von Zusammensetzung er die Anzahl giebt. Z. B. in der 


1Oten Classe ıst 


_— — — —4 —d 4 . . 
mn m 2) (m Nr 3 >) für Combinationen und 


12600 n,(n —1) (n;—2) (n,—3) (n,—4)(n,—5) für Variationen 
die Anzahl, in welcher 1 Element 3mal, 2 Elemente 2mal und 3 Elemente 
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I mal gesetzt vorkommen, und n, Elemente 3mal, rn, Elemente 2mal und 
1 Element 1mal gesetzt werden dürfen. 

2. Für Combinationen und Variationen mit unbeschränkter W’ie- 
derholung, bei n gegebenen Elementen, ist die Anzahl aus Obigem dadurch 
leicht zu finden, das man , = m, =n, =n setzt. Sie ist also 

Für Combinationen = een und 
Für Variationen = 12600 n (n—1) (n—2) (n—3) (n—4) (n—5). 

Aus (II. 5. und 10.) folgt, dass es für den Fall, wo r, Elemente », mal, 

r,Elemente p;mal, r; Elemente r;mal, p. Elemente p.mal vorkommen sollen, 


n (n—1) (n—2) non (n— (ri +n,+r.)) . . 
an Dre a Puma Combinationen und 
T1:79:..Ta: 
(r1Pı-HF2 Pr... 1. Pa) xXn(n—1)(n—2)..n ln Hrn — tr NMD .- . .. 
— — 0 ——— Variationen giebt. 
(1) (Bl)... (paar !ra!rslu.ra! 


3. Wenn die Stellenbesetzung beschränkt ıst. 








A. Combinationen. 
Hiefür lassen sich die Formeln ohne besondere Schwierigkeit finden, 
werden jedoch sehr weitläufig. Da sich die Art ihrer Darstellung schneller aus 
Beispielen ersehen, als durch Beschreibung verdeutlichen lässt, so mögen hier 


mehrere Beispiele folgen. Es ist immer diejenige Anzahl von Combinationen, 





bei welchen alle Elemente 1mal gesetzt vorkommen, weggelassen worden, weil 
diese Anzahl schon in (V1.) bestimmt wurde. 


Classe JI. 


1 Element zweimal gesetzt, = sı. 


Classe III. 
(a?) 1 Element dreimal gesetzt, = sı. 
(ab) 1 Element zweimal, 1 Element einmal, = s,[(s, —1)+2s,5;]. 


Classe IV. 
(a) 1 Element viermal gesetzt, = s. 
(a°6) 1 Element dreimal und 1 Element einmal gesetzt, 
—= ss —D + 2, +1, + 1s,]. 
(a0?) 2 Elemente zweimal gesetzt, = s [3 (ı I) ++ 5]. 


(a’bc) 1 Element zweimal und 2 Elemente einmal gesetzt, 
= s(s3—1) l3(s—1) + 3.59 + 3.53 + 4] 
+51 5[2(»—1) + 35 + 2,) + ss [3 (s—1) + sı ]- 
16* 
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Classe V. 


(a°) 1 Element fünfmal gesetzt giebt = s$. 
(a'b) 1 Element viermal gesetzt und 1 Element einmal, 
=-s (ss - Dr ts +, +8]. 
(a’6) 1 Element dreimal und 1 Element zweimal gesetzt, 
= s (ss —1l) +2, +2, +9, +8, +8]. 
(a’bc) 1 Element zweimal und 2 Elemente einmal, 
= s,(,—1)[3(s—2) +3, +3; +s,+8,]| + 5 |8—1+38;+2s,+ 8; ] 
+58. —-1)+s, +8] + 58:5 —-D+S;]. 
(a?b?c) 2 Elemente zweimal und ein Element einmal, 
=s(s 1) (ls 2) +3 +++) + sl 1) +35; +35, + 55] 
+85; —D)+2s,+8;]. 
(a?bed) 1 Element zweimal und 3 Elemente einmal, 
= (dla Hm tin ris+is] 
+8 (SD) [(—1)+28;+ 28, +35,] + Ss, (—D)s;[/s;—1)+2s,+3s,] 
+ 8(: — Ds 3, —D+s] + sı(— 1) [2(s;,—2) +28;+28,+3s,] 
+ 8,58|2 (8; — 1) +48, +38;] + 8,58, |[(s, —1)+2s;] 
+85 (1); —2)+S;+8;) + Ss 858, |3 (ss —D)+S;]. 





Classe VI. 
(a°) 1 Element sechsmal gesetzt, = s. 
(a°b) 1 Element fünfmal und 1 Element einmal, 
= s (ss -D +2, +5 +, +5; +8]. 
(a'b?) 1 Element viermal und 1 Element zweimal, 
— s[((,—1) + 25, +28, +8, +8,]. 
(a’b’) 2 Elemente dreimal = s, |’! HN) +++ 8$,]- 
(a'be) 1 Element viermal und 2 Elemente einmal, 
= s (3-1) (ls 2) HH tt tt) + se MH ts +55 
+55 - D+s+S5 +85] + 58 —D+25+8] +55 NM) +55]. 
(a°b?c) 1 Element dreimal, 1 Element zweimal und 1 Element einmal, 
— 5, (ss: — Ds —2) +38,;+385+38, +28; +85] 
+ 553 —1)+68;+68,+48;+28;] + 8185| 2 (8; — 1)+48,+38;+ 28, ] 
+ 818, [(, —1)+28;+8;]. 
(a?b*c?) 3 Elemente zweimal, = s, (ss, — 1) [5 (8 —2) +32 +48, +15, +48; | 
+ SER NMD+s+s +5) + Ss -NM+S+S5]. 
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(a’bcd) 1 Element dreimal und 3 Elemente einmal, 
= ss (1 - Ds —- ds) tn +74 +35 +55] 
+s( —-Ds[((&—D)+2s; +28, +35; +%s,] 

+ s(s —-Ds;[((s5—D+25, 435438] + sı (Vs, — D+S;+S; | 
+s(1 - Ds: (5 —-D+Ss] + 88 —1) [5 —2) +25; +28, +38, +3s,] 
+ 558[3(8; -—D) +48, +35; +35] + 51584 |(S:— N) +28; +28, ] 

+ 585 [5 — +25] + 91:55 —-1) [5 (8-2) +38, 438; +38; ] 
+9,88, -D+s5 +85] + 8895 [3 (5 —1)+ Ss] 
+58, 1 Es — 2) +5 +38] + 8:5 [5 —1)+S;]. 
(a?b?cd) 2 Elemente zweimal und 2 Elemente einmal, 
= s (1-1) 2) EI) HE t+HtS+S54+28,] 
+s,(, —1)S; [:(&— +35; +38, +35;+2s; ] 
+ 5,(81— Ds, —-D+,5,+35 +2s;] 
+85, (5 - Ds. [3(s —D+35;+28,]) + Ss (ss —1)s;[!(,; —D)+Ss;] 
+ 595-1) [(H—2) +35; +38, 4,5] + 5513 (5 — 1) +68, +68, 38, | 
+ 95813, - 1) +5s;+35)]) + 91535; —D)+s;] 
+55 5 VD) Es D)+34 +35 +86] + 81838, [5 (s: —1) +938;+ 25; | 
+ 8,58; [((; —D)+S;]. 
(a’bede) 1 Element zweimal und 4 Elemente einmal, 
= 8s(—- Ds -2) 5-3) as -Ytastas ts tt] 
+8. —- Ds —- 29): 5 - DH ts +35 438] 
+s.(s—D(s —2)5;| 3 8 - Dt: +25; +38;| 
+ $(1—-1) (5-2) [HM +55 4386] + Ss (1) (2) 5; 4 (5; —1) +3 55) 
+ 8s,( — Ds, (ss — D [5 — 2) +: +74: +18] 
+ 85.(— Ds: 3(,;—D)+3s, +75; + 28, ] 
+85 ( NDS: 3-1) 5 +28) + Ss (H-NMR; —M)+38) 
+ Ss, (— Ds, — D) [3 —2) +78: +35; 4+ 8; | 
+ s(1—- Ns: —-D+,5+28]+ 85 —-1)585 [35 —-N+358;] 
+5 (8 —- Ds - VDE —2)435 +38] + 5 - DS [55 —NM)+S5;] 
+81) (2-23) +35 +55 45854586) 

+ 58(—Ds[i (ss —1) +38,435+28)] + s18(&2—- Ds. [ss D+s;+5;] 
+51): G (5-1) +35] + Ss 1) LH —2) +38, +25; +28; ] 
+ 58886. —D+5s+48] + 59585135 — D+ 38] 
+9,88: —2D+1s;+18,])+ 81828185105; — D+ 28; | 
+3,85 (8—1) (2) [als B) +84 685 +38] + 8185 (5 1)5, Ei - DH3SssH38, 
+55 (8-1) -)+380]+81838.(8,—1) ES 2) 4385438] + 51535455 (85-1)+ 150). 
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4. Zum Beweise, dass sıch die Formeln auch weiter ganz unabhängig 
darstellen lassen, jedoch sehr weitläufig sind, habe ich noch die Anzahl der 
Combinationen mit Wiederholung bei beschränkter Stellenbesetzung für den 
Fall berechnet, wo ein Element dreimal, zwei Elemente zweimal und drei 
Elemente einmal gesetzt vorkommen, also das Beispiel aus der 10ten Classe ist*). 


B. Varıationen. 
Classe I. 


1. (a‘,), d.h. ein Element einmal. Anzahl = p,. 


Classe II. 


2. (a}), d.h. ein Element zweimal. Anzahl = p.. 
3. (a,@,), d.h. zwei Elemente einmal. Anzahl =p,(p.—1) nach (VII. a.) 


Classe III. 

4. (a}), d.h. ein Element dreimal. Anzahl = p,. 

9. (ala,), d.h. ein Element zweimal und ein Element einmal. Die 
Anzahl wird hier dadurch gefunden, dass man zu allen Complexionen von (2.) 
alle p, Elemente zusetzt, nur das schon dastehende nicht; dies giebt p (9 — 1). 
Dann setzt man zu allen Complexionen von (3.) die zwei schon dastehenden 
nochmals nach einander hinzu. Dies giebt 2p,(p2—1), folglich giebt es für (9.) 

Pıl2(p2—1) + (p3—1)] Variationen. 

6. (a1@,a,), d.h. drei Elemente einmal. Anzahl = p, (p—1) (p:—2); 
nach (VIl.a.). 

7. Auf ganz ähnliche Weise wie in (5.) könnte man für jede Art 
einer Classe mit Hülfe der schon entwickelten Formeln der niedrigeren Classen 
die Formel für die Anzahl finden. Diese Berechnung wäre jedoch für höhere 
Classen beschwerlich und würde sehr weitläufige Formeln geben. Wir wollen 
daher einen andern Weg einschlagen. Die Richtigkeit des Raisonnements wird 
bei aufmerksamer Betrachtung leicht in die Augen fallen und durch Beispiele 
belegt werden. 

$. Zur Fixirung des Begriffs nehme man an, es solle von den Varia- 


tionen mit beschränkter Wiederholung, welche die Form a]'az:.... a4“ haben, 
die Anzahl gefunden werden. Es kommen im ganzen n,-+n,....+n.=m Ele- 


mente vor, unter welchen jedoch nur & Elemente verschieden sind. 


*) Diese Formel füllt im Manuscript 8} Seiten, sehr eng beschrieben, und bleibt hier (mit Zu- 
stimmung des Herrn Verfassers) wegen der zu grossen Schwierigkeit des Drucks weg. 
Anm. des Herausgebers. 
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a) Man hat n Stellen zu besetzen. Zuerst werden so viele Stellen, als 
es ungleiche Elemente giebt, folglich & Stellen, mit « verschiedenen Ele- 
menten besetzt. Da im ganzen m Stellen vorhanden sind, aber nur «& be- 
setzt werden sollen, so giebt es verschiedenartige Gruppirungen. Bei jeder 
Gruppirung lassen wir immer die erste Stelle vorkommen: mithin sind von 
den m—1 Stellen nur noch «—1 zu besetzen und es giebt folglich im Gan- 


(m—1) (m—2).... (m—(«—1)) G - 
u; 1.2... (e—1) ruppirungen. 





b) Bei dieser Besetzung ist zu bemerken, dass man an jede Stelle nach 
und nach alle Elemente treten lässt, die darin stehen dürfen; z. B. an die kte 
Stelle lässt man p; Elemente treten. Daraus folgt, in Betracht, dass durch die 
Besetzung Variationen ohne Wiederholungen entstehen und demnach die For- 
mel (VIl.a.) gültig ist: dass es für die Gruppirung, wo an der ersten Stelle 
hier p, Elemente, an der Ö,ten Stelle hier pi, an der Ö,ten Stelle hier 


Ps, U: 5. W., zuletzt an der Ö,_,ten Stelle hier Phun Elemente stehen dürfen, 


PP, — Dip; 2) ++ (Pan (#1) Variationen giebt. 
c) Bezüglich der aufgegebenen Variationen sind aber nun noch m— a 
Stellen leer, und die meisten sollen ın der Art besetzt werden, dass die daraus 


entspringenden Variationen von der Form a)" ay.... a«‘ sind. Also muss 1 Ele- 


ment noch z2,—1lmal, ein zweites Element noch n,— lmal, ein drittes Element 
noch n,—1mal u. s. w. und das «te Element noch n.—1lmal an leere Stel- 
len gesetzt werden; d. h. man hat nur noch von der m—aten Classe die Va- 


—l1 n—1 


“ . ı ER 
riationen von der Art at lol... ae! aufzustellen, und zwar aus « schon 


dastehenden Elementen. 

d) Nun ist es aber nicht einerlei, welche dieser Elemente man zur 
Besetzung einer bestimmten Stelle nimmt. Man darf nämlich, um nicht meh- 
rere Variationen mehr als einmal zu bekommen, an eine leere Stelle nur die- 
jenigen der schon nach (a.) dastehenden Elemente setzen, die vor der leeren 
Stelle stehen. Ist also die zu besetzende leere Stelle z. B. die Akte und 
h=b,+1, und es steht an der d,ten Stelle nach (a.) das /te Element, so 
dürfen an die leere Stelle die Z+ 1 schon dastehenden, und nur diese Ele- 
mente treten. Die Zahlen, welche anzeigen, wie viele Elemente nach dieser 
Bemerkung an der xten leeren Stelle stehen dürfen, sollen durch p‘, bezeich- 
net werden. Dann dürfen an der ersten leeren Stelle p‘,, an der zweiten 
0, u. s. w. an der ten leeren Stelle p‘, Elemente stehen. Die Werthe dieser 
o‘ sind leicht aus der Gruppirung von (6.) zu erkennen. Für unser Beispiel ist 
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pı=1, d.h. an der lten leeren Stelle darf 1 Element stehen: 

p%»=]1, d.h. an der 2ten leeren Stelle darf 1 Element stehen; 

Pan = 1 d.h. an der (),—2)ten leeren Stelle darf 1 Element stehen; 
p's-n = 2, d.h. an der (64,—1)ten leeren Stelle dürfen 2 Elemente stehen; 


Pin» = 2, d.h. an der (64,—3)ten leeren Stelle dürfen 2 Elemente stehen; 
Pia» = 3 d.h. an der (,—3)ten leeren Stelle dürfen 3 Elemente stehen; 
Pia n — (#—D)=a, d.h. an der (d,._,—(a—1))ten leeren Stelle dürfen « Ele- 
mente stehen; und an allen nun weiter folgenden leeren Stellen dürfen « Ele- 
mente stehen. 

e) Sobald die p‘ bestimmt sind, kann man aus der schon entwickel- 
ten Formel für die Anzahl der Variationen m—ater Classe von der Form 


n,-1 


-] Na—1 
a, 


A u. @a“ , dadurch, dass man sie für die dort stehenden p, Pa... Pony) 
substituirt, berechnen, wieviele (z) neue Variationen aus einer jeden Variation 
einer Gruppirung entstehen, für welche die p‘ bestimmt sind. 

f) Die gesuchte Formel hat 


(m—1) (m—2) ...(m—(«—1)) 
1.2...(e—1) 











Posten. Jeder Posten hat einen numerischen Factor z. Die Posten findet man 
durch Combination der p‘ und construirt damit als Factoren die Ausdrücke 
nach (b). Die p‘ sind aber nach (d) bekannt und durch diese die z zu jedem 
Posten. Die so gefundenen Ausdrücke werden addırt und die Summe ist die 
verlangte Anzahl. 

g) Bei dieser Bestimmung sind auch die Formeln früherer Classen nö- 
ihig. Da man aber zuletzt auf die Ite, 2te, 3te Classe kommen muss, für 
welche die Formeln schon entwickelt sind, so kann nichts Unbestimmtes vor- 
kommen. 

h) Schliesslich wollen wir angeben, wie die p»’ für jeden Posten schnell 
sefunden werden können. Man stellt die Posten durch Combination ohne 
Wiederholung von 3, P3s »-«- ?m (zur (a—1)ten Classe) auf; und zwar 
von der niedrigsten bis zur höchsten Complexion gehend. Dies hat keine 
Schwierigkeit. Darauf stellt man weiter von den Zahlen 1,2,3,.... «a die 
(n—a)te Classe der gewöhnlichen Combinationen mit Wiederholung auf, und 


war nach der Erhöhungsmethode, von der niedrigsten Complexion bis zur 
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höchsten. Dann sind die Zahlen der niedrigsten Complexion die p‘ der höch- 
sten Complexion der Posten; die Zahlen der zweit-niedrigsten Complexion sind 
die p‘ des zweit-letzten Posten, u. s. w.; die Zahlen der höchsten Complexion 
sind die »‘ des ersten Postens, und zwar immer der Ordnung nach; p‘, ist die 


erste Zahl, p‘, die zweite Zahl u. s. w.; pP’ ist die (m—a)te Zahl. 


Es giebt 
(m—1) (m-2)...m—(@e—1) |, 
12.0 DD osten und 
a (e+ 1)... (e+m—a—1) e{e—D)....(atm—1) nn A 
Lam) — TIa.m) CGombinationen 


der Zahlen oder Gruppen von p‘; und da beide Ausdrücke bekanntlich gleich 
sind, so erhält man, wie es sein soll, für jeden Posten eine besondere Gruppe 
von p“. 


ı) Nimmt ınan alle,» gleich an, so werden alle Posten gleich und fal- 





len zusammen; es entsteht dann ein einziger Ausdruck: 


p(p—D....(p—e+D , , 
2.2... x 4, 


wo Z die Summe aller numerischen Factoren ist. In diesem Falle haben wir 





das Z schon durch die Formeln für Variationen mit beschränkten Wiederho- 
lungen. (Vergl. auch V.) Diese Bemerkung dient zur Probe der Richtigkeit 
der Rechnung. 

k) Für Arten einer und derselben Classe sind die Posten und die p‘ 
gleich, wenn in denselben eine gleiche Anzahl verschiedener Elemente vor- 
kommt. Nur die Formeln, aus welchen durch die p’ die Z berechnet werden, 
sind verschieden. 


I) Zum besseren Verständniss diene folgendes Beispiel: 


Gegeben sind die p, = 2 Elemente 1,2 an allen Stellen; 
Ferner die s;—=1 Elemente 3 von der 2ten Stelle an; 


Ferner die s; = 1 Elemente 4 von der 3ten Stelle an; 


l Elemente 5 von der 4ten Stelle an. 


Endlich die $; 
Hier ist 1 =2; m =pı +H=3; pP =p ts tH=4; ps tt s5+s=5. 
Es soll die Anzahl der Variationen IVter Classe für den Fall, dass zweı Ele- 
mente zweimal gesetzt sind, berechnet werden; nebst den Variationen selbst. 


Da hier zwei verschiedene Elemente vorkommen, so sind « = 2 Stellen zuerst 


zu besetzen, und da m =4 ist, so erhält man T> 3 Gruppirungen. Diese 
Gruppirungen sind 


Crelle’s Journal f, d. M. Bd. XXXVII, Heft 2. 47 











126 8. Weiss, einige Aufgaben aus der Combinationslehre. 


1. 1. IH. 
00.. 0.0. 0..0 
u EM: 1..2 
Kin 1.3 1..3 
=. 1.4 u. 8 
2®».. =... 1..5 

2.3. B. 
2.4. 2..8 
2..4 
2..5 


In die erste Gruppirung kommen p’(p»—1) = 2.2 = 4 Elemente, wie gehö- 
rig; in die zweite Gruppirung p,(Pp>—1) = 2.3 = 6 Elemente; in die dritte 
pı(p—1) = 2.4 =8 Elemente; wie es sein muss. 

Nun kommt es auf die Besetzung dr m—«a=4—2=2 Stellen 
an. Bei der ersten Gruppirung sind die zwei ersten Stellen besetzt worden; 
die zwei folgenden dürfen also von beiden besetzt werden. Demnach ist 
p'=2 und p,=2. Bei der zweiten Gruppirung darf an die erste leere 
Stelle nur das eine zuerst schon dastehende, an die zweite leere Stelle aber 
dürfen beide Elemente gesetzt werden. Also ist p, =1, p%=2. Bei der 
dritten Gruppirung darf an die zwei leeren Stellen nur das eine schon daste- 
hende Element gesetzt werden; folglich ist p, = p%, =1. 

Da die Form a} az hergestellt werden soll und schon a‘, a‘, da ist, so 
müssen an die leeren Stellen Variationen von der Form a‘, «‘, treten. Folg- 
lich giebt es bei der ersten Gruppirung = p‘(»%—1)=2.1=2 aus (3.), 
bei der zweiten Gruppirung z=p‘, (pa —1)=1.1=1, bei der dritten Gruppi- 
rung 2=p‘, (pP, —1)=1.0=0 Variationen von der verlangten Art; mithin ist 


die allgemeine Formel der 4ten Classe der Variationen von der Form 
33 =p|l2(m —D) + (ps —1))]. 
In unserm Beispiel giebt es also =2.[2.2-+3] = 14 Variationen. 


Dieselben sind folgende: 








8. 
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Aus der ersten Gruppirung 


Aus der zweiten Gruppirung 
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1212-1212 11221122 
1221 —- 1221 1133= 1133 
1313— 1313 1141 = 1144 
1331 1331\_ 2211—= 2211 . 
2112 — 2112 Mr 2233—- 2233 
2121 — 2121 22441 = 2244 
2323— 2323 

2332— 23932 


Also finden sich, wie gehörig, 8+6= 14 Variationen. 

m) Für die Form a? a! vierter Classe hat man auch wieder «= 2 un- 
gleiche Elemente, folglich dieselben Gruppirungen und auch dieselben p‘; wie 
es schon in (k) bemerkt wurde. 
Variationen von der Form a? herzustellen. Für diese Form giebt es aus (2.) 


Allein hier hat man an die leeren Stellen 


p‘, Variationen in jeder Gruppirung, aus jeder durch Besetzung der a,=2 Stel- 


len hervorgegangenen Variationen. Also giebt es in der Gruppirungl. p =2=z; 


— 8 
.. 


in der Gruppirung II. p =1 in der Gruppirung Il. f =1=2 aus 


jeder der schon dastehenden Variationen, wie folgt: 





1211-1211 1121— 1121 
1222 — 1222 1131— 1131 
1311-1311 1141— 1141 
1333— 1333 2212 —2212[ 
211ı=2111[ > 2232— 2232 
2122—= 2122 2242 = 2242} 
2322— 2322 
2333—- 2333 / 

1112 — 1112 

1!13=- 1113 

1114 — 1114 

1tı5=1115|\, 

2221 = 2221[ ° 

2223 — 2223 

2224 — 2224 

2225 — 2225 


17* 
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Für diese Form giebt die allgemeine Formel », [2(p—1)) + UK; —1)+1(p,—1)) 
für unser Beispiel = 2[2.2+3+4] = 22; wie gehörig. 
Nach der Erhöhungsmethode würden die Variationen so aufgestellt 


sıch zeigen: 


at a ala, 
1122\ 1112 
1133 \ 1113: 
1144 iR Hr 
1212 1115 
1221 1121 
1313 Dies sınd 11. ua 
1331 dieselben 1141 
2112 14 Variationen : 1211 
212] wie oben. 1222 
2211 1311 Dies sınd 
2233 B: 1333 dieselben 
2244 2111 Variationen 
33 | 2122 wie oben. 
2332 / 1. 2212 
2221 
2223 
II. Er 
2225 
2232 
u Frye 
Be 
. 2333 


n) Für die Form a?a,a, ıt =3, m=4. Die Zahlen sind 
Pı(pa—1) (P3 —2), 
Pı (p—1)) (pı—2), 
Pı (Ps — 1) (pı—2) ; 


N) 


3.: Le a i ui \ 
folglich giebt es 137 3 Posten. Die Gruppirungen hiefür sind 
000 v =3, 
000 pP, =2 


000 pı =1 
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Eine Stelle bleibt leer. Für die erste Gruppirung ist p = 3; für die zweite 
p=2; für die dritte p =]1. Für die Variationen an der leeren Stelle ist 
aus (1.) die Anzahl =p, folglich ist z2= 3 für (1.); z2=2 für (IL); 2= | 
für (II.), und die Formel für die Anzahl der Variationen Ater Classe von der 


Fornı a? a, a, Ist 


= al3(pr—- Mm —2) + 2-1) (2) + Km—1)(p,—2)]. 

Für die Classe IV. giebt es also: 

9. (ai). d.h. ein Element 4mal; die Anzahl = p»,. 

10. (ajaz), d.h. ein Element 3mal und ein Element Imal; die An 
zahl = p[2(p—1) + (p>—1) + (p,—1)] aus (m). 

1l. (ala}), d. h. zwei Elemente zweimal; die Anzahl 
= pl2(a»—1)+(m—1)l. 

12. (ala, a,), d.h. ein Element 2mal und zwei Elemente 1mal; die 
Anzahl ist = p, [3 (a —1) (pP — 2) + 2 (m —D (pi —2) + la —D(p— 2). 

13. Um durch ein Beispiel besonders das in (h und 1) Gesagte zu 
erörtern, diene folgende Aufgabe: 

Es soll für die Art a? a} a} al a! a! zehnter Classe die Anzahl der Varıa- 


tionen gefunden werden. Hier it «=6, m =1W, m — a==4;, folglich be- 


9.8.7.6.5 j j j 
steht die Formel aus 1334 ’— 126 Posten, und 126 z sind zu entwickeln, 


von welchen letztern jedoch einige = 0 werden können; was die Anzahl der 
Posten vermindert. 

Wir stellen von unten nach oben die Combinationen der p auf; so 
wie die Combinationen der p‘. Für das Erste sind es die gewöhnlichen Com- 
binationen ohne Wiederlegung zur Sten Classe aus den Elementen pı, P»» 
Ps» Pi» Ps» Po» Pr» Ps, Ps und pw; für das Zweite die gewöhnlichen Combı- 


nationen zur Aten Classe mit unbeschränkter Wiederholung aus den Elemen- 


ten 1, 2, 3, 4, 5, 6. 
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Berechnung der Z nach der Formel 


Pıl3(ps—1) 
Pı PL P3P} 


6666 
5666 
3366 
6 


) 
>: 
II) 


Ay 
> 
> 


wi S 


1666 4 
4566 
4556 
1555 
4466 
4456 
4455 


4446 4 


4445 
4444 
3666 
3966 
3996 
399) 
3166 3 
3456 
3455 
3446 
3145 
34 
3366 







3355 
33416 
3345 
3344 
3336 










3334 
3333 









3356 3 


3335 3 


613. 
5-[3. 
513. 
>[3. 
>[3. 

[3. 
4[3. 


.4+2.5.4+1.5.4]=720; 
‚4+2.5.4-+1.5.4]=600; 
‚4+2.4.4+1.5.4]=500; 
.3+2.4.4+1.5.4]=420; 
.‚3+2.4.3+1.4.3]=360; 
.4+2.5.4+1.5.4]=480; 
.4+2.4.4+1.5.4]=400; 
4[3.4.3+2.4.4+1.4.4]=336; 
4|3.4.3+2.4.3+1.4.3]=288; 
4|3.3.4+2.3.4+1.5.4]=320; 
4[3.3.3+2.2.4+1.4.14]=268; 
4 [3.3.3+2.3.3+1.4.3]= 228; 
13.3.2+2.3.4+1.3.4]= 216; 
4[3.3.2+2.3.3+1.3.3]=180; 
4[3.3.2+2.3.2+1.3.2]=144; 
3[3.5.4+2.5.4+1.5.4]=360; 
3[3.4.4+2.4.4+1.5.4]=300; 
3[3.4.3+2.4.4+1.4.4] =252; 
3[3.4.3+2.4.3+1.4.3]=216; 
3[3.3.4+2.3.4+1.5.4]=240; 
3[3.3.3+2.3.4+1.4.4]= 201; 
3[3.3.3+2.3.3+1.4.3]=171; 
3[3.3.1+2.3.4+1.3.4]=162; 
3[3.3.2+2.3.3-++1.3.3]=135; 
3[3.3.2+2.3.2+1.3.2] =108; 
3[3.2.4+2.2.4+1.5.4]=180; 
[3.2.3+2.2.4+1.4.4]=150; 
3[3.2.3+2.2.3+1.4.3]=126; 
3[3.2.2+2.2.4+1.3.4]=120; 
3[3.2.2+2.2.3+1.3.3]=99; 
3[3.2.2+2.2.2+1.3.2]=78; 
3[3.2.1+2.2.4+1.2.4]=90; 
[3.2.1+2.2.3+1.2.3]=72; 
3[3.2.1+2.2.2-+1.2.2]=54; 
313.2.1+2,2.1+1.2.1]=36; 


Zusammen 8610 


Ts 


BE 7 ED] Bee 


pen 





(p,—2) +23 pP — Dip —d-+lp,—1)(p,—2)] 


Z. Die Posten der Forme! sind 


720 pı (Ps—1) (p3s—2) (P,—3) (Pps—4) (p:—6) 
600 pı (P2—1) (93-2) (2-3) (Pps—8) (p:—5) 
>00 9, (Pp&—1) (p:—2) (P,—3) (ps—4) (ps—5) 
420 9, (P2—1) (Ps—2) (9:3) (Ps—4) (Ps—5) 
360 pı (P2—1) (Ps—2) (P.—3) (P:—4) (Pıo—3) 
480 9, (P2—1) (2:2) (Pı—3) (pe) (P:—5) 
400 p, (p2—1) (p3—2) (24-3) (Pps—4) (Ps) 
336p,(P2—1) Ps—2) (pı—3) (ps—4) (Ps—3) 
288 pP, (m) (P3—2) (9:3) (P—4) (Pıo 
320 p, (p2—1) (Ps—2) (p:—3) (pr—4) (ps—d 
268 p, (P2—1) (pPs—2) (p,—3) (2:—4) (P>—9) 
228 p,(P:—1) (Ps—2) (Pı—3) (P-—4) (Ppio—5) 
2167, (p2—1) (Pps—2) (P,—3) (ps—4) (ps—5) 
1807, (:—1) (Ps—2) (P.—3) (ps—4) (Pıo—D) 
1449, (p—1) (ps —2) (P,—3) (Ps—4) (P10—9) 
360 9, (P2—1) (P3:—2) (Ps—3) (Ps—4) (P-—5) 
300 7, (P2—1) (P3—2) (Ps—3) (Pps—4) (Ps—5) 
252 p, (p&—1) (p3—2) (P:—3) (P—4) (P%—5) 
2169, (p2—1) (ps—2) (9:3) (PA) (Pıo—) 
2409, (p2—1) (ps—2) (Ps—3) (P-—4) (Ps—5) 
201 p, (p2—1) (Ps—2) (Ps—3) (p—4) (Ps—5) 
1719, (p2—1) (P3—2) (P:—3) (pr) (PD) 
1627, (22—1) (ps—2) (p:—3) (ps—4) (Ps—5) 
135 9, (P2—1) (ps—2) (P:—3) (ps—4) (Ppio—d) 
1087, (p—1) (Ps—2) (53) (2:—4) (Pı0—5) 
180 p, (p—1) (Ps—2) (Ps—3) (7-—4) (ps—5) 
150 9, (p2:—1) (p3—2) (2s—3) (Pr—4) (Ps—5) 
126p, (p2—1) (ps—2) (Ps—3) (P—4) (Pıo—D) 
1209, (pa—1) (p:—2) (Pp—3) (ps—4)(P—9) 
99 p,(px—1) (Ps—2) (Ps—3) (Ps—4) (Pıo—d) 
78 pP, (p&—V) (Ps—2) (P6—3) (Ps—4) (Pıo—d) 
90 pı Pl) (P3—2) (P7—3) (ps—4) (Ps—5) 
72p,(P2—1) (Ps—2) (p,—3) (Ps—4) (Pı0—5) 
54 pP, (p2—1) (ps—2) (P7—3) (Ps—4) (Pıo—d) 
36 pP (Pr—1) (P7—2) (Ps—3) (Ps—4) (Pıo—9) 


S. Weiss, einige Aufgaben aus der Combinationslehre. 


Berechnung der Z nach der Formel 


Pıl3 RP —9)+2lp Nr -Dd+lP—1)(pı—2) 


p\P2P}Pp} 


2666 2[3.5.4+2.5.4-+r1. 
2[3.4.3+2.4.4-+1. 
2556 2[3.4.3+2.4.4-+1. 
2[3.4.3-+2.4.3-+1. 
.3.4]=160; 


2566 


2555 
2466 
2456 
2455 
2146 
2445 
2444 
2366 
2356 
2399 
2346 
2345 
2344 
2336 
2335 
2334 
2333 
2266 
2256 
2255 
2246 
2245 
2244 
2236 
2235 
2234 
2233 
2226 
2225 
2224 
2223 


2[3.3.4+2.3.4+1 


213.3.3+2.3.4+1. 
4.3]=114: 
.3.41]=108; 


2[3.3.3+2.3.3+1 
2[3.3.2+2.3.4+1 


2[3.3.2+2.3.3+1. 
2[3.3.2+2.3.2-+1. 
3[3.2.4+2.2.4+1. 
2[3.2.3+2.2.4-+1. 
2[3.2.3+2.2.3+1. 
213.2.2+2.2.4+1. 
.3.3]=66; 
.3.2]=52; 


2[3.2.2+2.2.3+1 
2[3.2.2+2.2.2-+1 


3.4]—=240; 
4.4]=200; 
4.4]=168; 
4.3]=144; 


4.3]=134; 


3.3]=90; 
3.2]=72; 
5.4]=120; 
4.4|=100; 
4.3]=84; 
3.4]= 80; 


2[3.2.1+2.2.4+1.2.4]=60; 
2[3.2.1+2.2.3+1.2.3]=48; 
2[3.2.1+2.2.2+1.2.2]=36; 
2[3.2.1+2.2.14+1.2.1]=24; 
2[3.1.4+2.1.4+1.5.4]=80; 
2[3.1.3+2.1.4+1.4.4]=66; 
2[3.1.3+2.1.3+1.4.3]=54; 
2[3.1.2+2.1.4+1.3.4]=52; 
2[3.1.2+2.1.3+1.3.3]=42; 
2[3.1.2+-2.1.2+1.3.2]=32; 
2[3.1.1+2.1.4+1.2.4]=3$; 
2[3.1.1+2.1.3+1.2.3]=30; 
2[3.1.1+2.1.2+1.2.2]=22; 
2[3.1.1+2.1.1+1.2.1]=14; 
2[3.1.0+2.1.4+1.1.4]=24; 
2[3.1.0+2.1.3+1.1.3]=18; 
2[3.1.0+2.1.2+1.1.2] =12; 
2[3.1.0+2.1.1+1.1.1]=6; 


2222 2[3.1.0+2.1.0+1.1.0]=0; 





Zusammen 2590 





151 


Z. Die Posten selbst, welche addirt die 
gesuchte Formel geben, sind: 


2409, (p—1) (p.—2) (9—3) (Pp—l) (p-—1) 
2009, (P2—1) (9:—2) (p:—3) ( P—4) (Ps—5) 
1687, (9—1) (2:—2) (P:—3) (ps—4) (Po—5) 
144 p, (mp —1) (9-2) (9—3) (p—A) (Pı0—d) 
1609, (22-1) (9:—2) (9-3) (p7—4) (p:—5) 


1349, (p—1) (9:—2) (95-3) (Pr—4) (Ps—)) 


1149, (a —1) (9:—2) (2:—3) (P-—4)(Pıo—d 


90 pı (Pl) (4-2) (95-3) (Ps—4) (Pıo—d) 
72p,(p—1) (9:—2) (P:—3)(P9—4) (Pıo—d) 
120», (p:—1) (9:—2) (P&—3) (P-—4) (Ps—)) 
100p, (p—1) (9:—2) (9-3) (P—4) (P—5) 
81, (mp —1) (2) (9-3) (P7—4) (Pıo—d) 
802, (Pa —1)(pı—2) (PB) (Ps—4) (Pio—d 
66 9 (Pa) (P4—2) (96-3) (Ps—3) (Pio—d) 
929, (m—1l) (9:—2) (Ps—3) (Ps—L) (Pro—d) 
60 pP, (Pal) ( 9:—2) (P7—3) (Ps—4)(Pp—5) 
4859, (ml) (9:—2) (P—3) (ps—4)(Pıo—d) 
369, (m 1) 9: —2) (P7—3)(p—L)(pio—d 
24 pP, (m—l) (p—2)(Ps—3) (Ps—L) (Pıo—d) 
809, (m —1) (P:—2) (93) (P—4) (Ps—5) 
669, (Pp—1)(P:—2) ( P—3) (P7—4) (ps—5) 
54 pı (P—1) (9;—2) (9-3) (P-—4) (pio—d) 
529, (Pp—1) (95—2) (P6—3) (Pps—4) (P—5) 
42pı (P2—1)(p:—2) (P6—3) (Ps—4) (Pıo—D 
32 pl a1 (ps—2) (9-3) (9:4) (Pio—5) 
359, (9-1) (9—2) (97-3) (ps—4) (P5—5) 
30 9, (92-1) (95-2) (p,—3) (ps—4) (Pıo—D) 
22 9, (22—1) (9:2) (P:—3) (ps—4) (Pi0—3) 
147, (m—1) (9—2) (Ps—3) (P—4) (Pıo—d 
24 (p—l) (9—2) (97-3) (Ps—4) (P—5) 
189, (p—1) (9:—2) (p7—3) (ps—4) ( Pıo—D) 
127, (P2—1) (P:—2) (973) (Ps—4) (Pi0—5) 
6p1(P2—1) (P:—2) (ps—3) (Ps—4) (Pıo—5) 
up (9-1) (27-2) (Ps—3) (P—4) (Pı0—5) 
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8. Weiss, einige Aufgaben aus der Combinationslehre. 


Berechnung der Z nach der Formel 


PP Nr; —d+r2p pP, —2D)—+(p;—1)p; - 2)] 


PıPLP,Pı 


1666 
1566 

1556 

1555 

1466 
1456 
1455 
1446 
1445 
1444 

1366 
1356 
1:355 
1346 
1345 
1344 
1336 
1335 
1334 
1333 
1266 
1256 
1255 
1246 
1245 
1244 
1236 
1235 
12314 
1233 
1226 
1225 
| 
3 


22 





pn Im 
nm NW 
ww ı 





[| 


N 
ty 









1[3.5.4+2.5.4+1.5.4]=120; 
1[3.4.4+2.4.4+1.5.4]=100; 
1[3.4.3-+2.4.4-+1.4.4]=84; 
1[3.4.3+1.4.3+1.4.3]=72; 
1[3.3.4+2.3.4+1.5.4]=80; 
113.3.3+2.3.4+1.4.4] =67; 
1[3.3.3+2.3.3+1.4.3]=57; 
1[3.3.2+2.3.4+1.3.4]=54; 
1[3.3.2+2.3.3+1.3.3]=45; 
1[3.3.2+2.3.2+1.3.2]=36; 
1[3.2.4+2.2.4+1.5.4]=60; 
1[3.2.3+2.2.4+1.4.4]=50; 
1[3.2.3-+2.2.3+1.4.3]=42; 
1[3.2.2+2.2.4+1.3.4]=40; 
1[3.2.2+2.2.3+1.3.3] =33; 
1[3.2.2+2,2.2+1.3.2] = 26; 
4[3.2.1+2.2.4+1.2.4]=30; 
1[3.2.1+2.2.3+1.2.3]=24; 
1[3.2.1+2.2.2+1.2.2]=18; 
1[3.2.1+1.2.1+1.2.1]=12; 
1[3.1.4+2.1.4+1.5.4]=40; 
1[3.1.3+2.1.4+1.4.4]=33; 
1[3.1.3+2.1.3+1.4.3]=27; 
1[3.1.2+2.1.4+3.4.3]=26; 
1[3.1.24.2.1.3+1.3.3]=21; 
1[3.1.2+2.1.2+1.3.2]=16; 
1[3.1.1+2.1.4+1.2.4]=19; 
1[3.1.1+2.1.3+1.2.3]=15; 
1[3.1.1+2.1.2+1.2.2]=11; 
1[3.1.1+2.1.1+1.2.1]=7; 

1[3.1.0+2.1.4+1.1.4]=12; 
1[3.1.0+2.1.3+1.1.3]=9; 

1[3.1.0+-2.1.2+1.1.2]= 6; 

113.1.0+2.1.1+1.1.1]=3; 

1[3.1.0+42.1.0+1.1.0]=0: 





Zusammen 


1295 


Z. Die Posten selbst, welche addirt die 
gesuchte Formel geben, sind: 


1207, (p:—1) (p.—2) (P5s—3) (ps—4) (P:—5) 
1007, (ps—1) (2-2) (Ps—3) (Pp—4) (ps—5) 
84 pı (Ps—1) (2,—2) (Ps—3) (Ps—4) (9,—5) 
72p, (Pps—1) (p,—2) ( P—3) (Pp—t)(pio—d) 
80 pP, (Ps—1) (2:—2) (P:s—3) (P-—4) (Ps—5) 
67 pP, (ps—l) (Pı—2) (P5—3) (P7—4) (po—5) 
97 p, (Ps—1)( Pı—2) (Pps—3)(p7—4)(Pıo—d) 
949 (Ps—1) (m —2) (P—3)(Ps—L)(P—d) 
45p, (Ps—l) (pı—2) (P5>—3)(Ps—4) (Pıo—d) 
36, (Ps—1) (P4—2) (P—3)(Pa—4) (Pio—d) 
609, (Ps—1)(Pı—2) ( P—3) (P-— 4) (Ps—d) 
507, (Ps—L)( P.—2) (P—3) (Pr—4) (Ps—9) 
42», (Ps—l) (9ı—2) (P6—3) (Pr—4) (Pıo—®) 
40p, (ps—L) ( Pp,—2) (Ppr—3) (ps—L)(Po—)) 
33p1(Ps—1)(P,—2) (Pp—3)(Ps—4) (Pıo—d) 
26 pP, (Ps—1) | P.—2) (P—3) (Ps—4) (Pıo—D) 
30 pp, (Ps—1)(P,—2) (P-—3) (ps—4)(Ps—P) 
24 p,(ps—l) (P,—2) (P-—3) (Ps—4) (Pıs—P) 
1859, (ps—1) (9-2) (9-3) (P9—4) (Pı0—P) 
1291 (ps—1) (P4—2) (Ps—3)(Po—4) (Pıo—9) 
40p,(ps—l) (Ps—2) (Pe—3)( Pr—4) (Pps—d) 
33p, (Ps—1l) (ps—2) (Pe—3) (Pr—4) (Ps—D) 
27 p(Ps—l) (P5—2) (P—3) (Pr—B(Pı0o—P) 
269, (P—1V) (P:—2)(P—3) (Ps—4) (Pd) 
219, (ps—l) (P5—2) (P—3) (Ps—4) (Pı0—9) 
16 91 (ps—1) (P:s—2) (9-3) (Ps—4) (Pı0—9) 
19 p, (ps—1) (9:—2) (97-3) (Ps—4) (ps—5) 
15 p1 (PL (9:2) (P:—3) (Ps—4) (Pio—P) 
11p,(P3—V (P5—2)(P-—3)! p—4)(Pıo—d) 
71 (ps—D (9:2) (Ps—83) (Pps—H) (Pıo—d) 
129, (ps—1) (96-2) (9-3) (ps—4) (Ps—9) 
Ip (Pl) (9-2) (19,—3) (Ps—4) (Pıo—d) 
6P1(Pa—L) (ps —2) (P—3)\ Pa—L)(Pro—D) 
31 (Ps—1) (P—2)(Ps—3)(Pos—4) (Pıo—P) 
Op (ps—1) (p7—2) (PB) (Ps—A)(Pıo—D) 


8. Weiss, einige Aufgaben aus der Combinationslehre. 


Berechnung der Z nach der Formel 
PR - Dr d-rMp pm -d+Hp—Ulpı 2) 
pı p2P3 Pi 


1166 1[3.0.4+2.0.4+1.5.4]=20: 


1156 id IE ee: 
1155 1[3.0.3+2.0.3+1.4.3]=12; 
1146 1[3.0.2+2.0.4-+1.3.4]=12; 
1145 1[3.0.2-+2.0.3+1.3.3]=9 

1144 1[3.0.2+2.0.2+1.3.2]=6; 
1136 1[3.0.2-+-2.0.1-+.1.2,4]=$; 
1135 1[3.0.1+2.0.: +1.2.3]=6; 
1134 1[3.0.1+2.0.2+1.2.2]=4; 


1133 1[3.0.1+2.0.1+1.2.1]=2; 


Zusammen 95 


Berechnung der Z nach der Formel 
PB NR Dr dtp] 
pı P2PsP; 


1126 1[3.0.0+2.0.4+1.1.4]=4; 
1125 13.0.0 +2.0.3+1.1.3]=3 
1124 1[3.0.0+2.0.2+1.1.2]=2 
1123 1[3.0.0+2.0.1+-1.1.1]=1; 
1122 1[3.0.0+2.0.0+1.1.0]=0; 
1116 1[3.0.1+2.0.4-+1.0.4]=0; 
1115 113.0.1+2.0.3+1.9.3]=0; 
1114 1[3.0.1+2.0.2+1.0.2]=0; 
1113 1[3.0.1+2.0.1+1.0.11=0; 
1112 1[3.0.1+2.0.0+1.0.0]=0; 
illl 1[3.0.1+2.0.1+1.0.1]=0; 


Zusammen . 10 
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Z. Die Posten, welche addirt die gesuchte 
Formel geben, sind: 


20 Pa —V (95-2) (p-3) (P—4) (Ps-5) 
169, (9-1 (—2) (9-3) (p-—4) (9 —5) 
129, (2:—1) (9: —2)(9:—3)( Pd) (Pıo—d) 
129, (2-1) (2:—2) (9-3) (ps—4) (p—5) 
Ita) (9-2) (9-3) (pH) (PD) 
69, (Pı—1) (95-2) (p-3) (94) (Pı—5) 
89 (mil) (P:—2) (p-—3)(p—4) (p—3) 
6lmıml) (9-2) (9-3) (PL) (Pod) 





4p, (pl) (p:—2) (P:—3) (p%—4) (Pıo—>) 
29 (Bl) (9:—2) (Ps—3) (PL) (pıo—D ) 


Z. Die Posten, welche addirt die 
Ferme! 


gesuchte 
geben, sind: 
49, (mp —D(p; a. 1) (9,—5) 
3P1(Ppi—D (Pe—2) (P-—3) (ps—N) (Pıo—D) 
27, (mp1) ( EEE EEE Pıo—D) 
19, (a1) (P—2) (PB) (p—L) (pP 0—d) 
0x (m —Vd (P-—2) (ps—3) (Pp—4) (Pıo—D) 
0x pı(p—D (Ps—2) (P7—3) (ps—) (p— 5) 


0X (N (9-2) (Pr—3) (Ps) (Pi0—d) 


)( 
0x pı (#—V (2:2) (P;—3) (Ps—4) (Pıo—d) 
0x (pl) (p—D (ps—3) (P—4) (P1o- 3) 
0x pı(Ps—l) (P5—2) (Ps—3) (Pp— N) (pıo—D) 
0x pı (Pl) (9:2) (Ps—3) (PH) (Pıo—)) 


Die Summe aller Z ıst = 10 + 95 + 1295 + 2590 +8610 = 12600; 


wie nach (VIM. 2.). 


Wir lassen hier noch die Formeln für die fünfte und sechste Classe 


folgen. 


Classe V. 


13. (a3), d.h. ein Element 5 mal. 


14. (aa), dh. 


ein Element Amal und ein Element 1 mal. 


Anzahl = y.. 


Anzahl 


= ml2(mr—-)+ »B—-D+ (pe —-N)+ (B—-)). 
Crelle’s Journal f. d, M. Bd, XXXVII. Heft 2. 
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134 8. Weiss, einige Aufgaben aus der Combinationslehre. 


15. (ajaz), d.h. ein Element 3mal und ein Element 2mal. Anzahl 
= PA1l6(e—D +3; —D)+(m—Dl. 

16. (a)a,a3), d. h. ein Element 3mal und zwei Elemente 1mal. 
Anzahl = pP [3 —D) (BR —-d + 2m —-D(m—2d) +) (m—2% 
+ BD) -d+B- DB d+m dm 2] 

17. (alazaz), d. h. zwei Elemente 2mal und ein Element Imal. 
Anzahl = 9, [69 — 1) (; —2) +4 — 1) (m —- 2 +2 — 1) (m; — 2) 
+25; -D(p». - + (m —-ND (m —2)]. 

iS. (ajazasaı), d. h. ein Element 2mal und drei Elemente 1 mal. 
Anzahl = 9 [4a —1) (5 — 2) (m —3) +3(p —1) (m — 2) (P; — 3) 
+ 2(»».—- 2) (9-2) (5; —3) + (5 —D (m —2) (8; —3)]. 


Classe VI. 


19. (a}), d.h. ein Element 6mal. Anzahl =p,. 

20. (ala,), d.h. ein Element 5mal und ein Element Imal. Anzahl 
= l2a.—-1) +»; -1) + (a. - +; —-D)+ (a — dl. 

21. (aja3), d.h. ein Element Amal und ein Element 2 mal. Anzahl 
=n[S(e -D+4pm—-D+2a, —- Dr —Dl. 

22. (ala}), d.h. zwei Elemente 3mal. Anzahl 

=» [6 —-d) +3; —-D+(kp —D). 

23. (a)azaz), d. h. ein Element Amal und zwei Elemente 1mal. 
Anzahl = 93 (a —D (5 —-—2) +29, —-D) (a —- 2) +2(p—)D (Bs—2) 
+ 2(9— (9-2) + (8-1) (a —2) + (BD; —2) + (m —1)(p—2) 
+ DR-d+m-DR-d+B— dp 2. 

24. (ala3az), d. h. ein Element 3mal, ein Element 2mal und ein 
Element 1mal. Anzahl = 9 [18(», — 1) (9 — 2) + 12(», — 1) (9, — 2) 
+8(m—-D (m —-29+6(m— 1) —2)+6(9:—1) (92) +4(9:—1) (9;—2) 
+3(9—- 1) (PR —2) + 2:1) (P:—2) + (P,—1) (8: —2)]. 

25. (a?a2as), d. h. drei Elemente 2mal. Anzahl = p,[6(P,—1) (P;—2) 
+4(p— 1)(p,—2) Kg 2(P,— 1) (9 —2)+2(9%; — 1) (p — 2) +(P— 1) (9;—2)). 

26. (alalalal), d.h. ein Element 3mal und drei Elemente 1mal. 
Anzahl = p,[4(p — 1) (pP: — 2) (pP: — 3) +3 (Pr: — 1) (p3 — 2) (pP; — 3) 
+93 \ 2,1 ) (2;—2) (Ps 3) ” 2(m—]1) (P.,—2) (P5>—3) +2 (p,—1) (P,—2) (P:—3) 
+ 2(P:—1) (P:—2) (Pi 3) + (Ps—1) (Pı—2) (Ps) + (Ps—l1) (P,—2) (B—3) 
+ (P3—1) (2) (BR: 3) + (PD) (Ps 2) (PB). 


27. (a?alala!), d.h. zwei Elemente 2mal und zwei Elemente 1mal. 
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Anzahl = 9, [12 (pP, — 1) (ps — 2) (Pi — 3) + Ip — D (pP: — 2) (pP, — 3) 
+6 (Pr) (P:—2) (Pr 3) +6 Pr) (P—2 (Ps) + AP) (Pi 2) (P—3) 
+2 (Pr—1) (P:—2 ) (P3) +3 (Ps (P,—2) (Ps3)+2(P;—1) (7;—2) (Pe—3) 
+ (PB — 12) (Pr —2) (Pe 3)]. 

28. (alalazalaz), d. h. ein Element 2mal und vier Elemente 1 mal. 
Anzahl =P, [5 (Ps—1) (P3>—2) (P.—3) (Ps) +4 (PN) (P3—2) (Pı- 3)(P—4) 
+ 3(p2—1) (P>—2) (P5—3) (Pe —6) + 2(p—1) (P,—2) (Ps—3) (7,—4) 
+ (P—1) (P—2) (P5—3) (Pe—4)]. 

29. Für die Variationen sind die Formeln weniger weitläufig, und 
leichter darstellbar, als für Combinationen. Es ist übrigens möglich, dass 
ein besonderes Raisonnement auch bei den Combinationen auf bequemere For- 
meln führt; jedoch ist kaum zu hoffen, dass sie viel einfacher als die obigen 
gegeben werden können. Von den Variationen gingen wir deshalb die Con- 
struction der Formeln so ausführlich durch, damit sich leicht für bestimmte 
Fälle die nöthige Anzahl finden lasse, und weil wir von diesem Falle, wie so- 
gleich folgen wird, ın der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine Anwendung ma- 
chen wollen. 


IX. 
1. Es sind zn prismatische Würfel gegeben, jeder mit n Seitenflächen, 
die mit den Zahlen 1,2,3,....rz bezeichnet sind. 


2. Es wird die Wahrscheinlichkeit gesucht, dass auf einen Wurf 
r, Zahlen p,mal, r, Zahlen pzmal, r, Zahlen p;mal u. s. w. r. Zahlen P« mal 
fallen; wo natürlich r,pı#r3p2+#r3P3:...+rape=m uud n+n+r,.... ran 
sein muss. 

3. Bei m Würfeln, jeder mit n Flächen, sind im Ganzen n,, Fälle 
möglich. 

4. Die Anzahl der möglichen Fälle, oder die Anzahl der Variationen 
mter Classe, in welchen r, Elemente p,mal, r, Elemente p,mal, r, Elemente 
p,mal u. s. w. Fu Elemente p«mal wiederholt, r» Elemente aber gegeben sind, 
die alle nmal, d.h. für diesen Fall uneingeschränkt wiederholt werden kön- 
nen, Ist 

a m! n(n—1).... (n—(rı+Hr2+473 ..+r,—))) 
(mm), "“ nIr!rluur,! 
5. Folglich ist die Wahrscheinlichkeit für den gegebenen Fall 
m! Xn(n— 1) (n—2) .....R(rı+r2-+73...+70—1)) 








(Aus 11. 10. 











AN RNlRN" ..p Drexrılr!rs!.ra!n® ' 
18* 
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Beispiel. Es sind 10 Würfel jeder von 6 Flächen gegeben : welche ist 
die Wahrscheinlichkeit, mit dem ersten Wurf 1 Zahl 3mal, 2 Zahlen 2mal 
und 3 Zahlen lmal zu werfen? 

Hier tm =10, n=1l, nr =2,n=3; pn =3, t=2, » =]: 





also ist die Wahrscheinlichkeit 
_.10.9.8.7.6.5.4.3.2.1.6.5.4.3.2.1 _ 625 
-—1@.1°.@8.2.1)!:1x1.2x1.2.3x6' .\ 5832° 


6. Es wird die relative Wahrscheinlichkeit für folgende zwei Fälle 





gesucht. 
Il. Fall. 1. Fall. ] 
m FVürfel von u Flächen. M Würfel von N Flächen. 
Es sollen Es sollen 
r, Nummern p,mal, I, Nummern P,mal, 
r, Nummern p,mal, I, Nummern P, mal, 
r, Nummern p,mal, AR, Nummern P,mal, 
’. Nummern p. mal Fi. Nummern P.mal 
erscheinen. erscheinen. 


7. Die gesuchte relative Wahrscheinlichkeit ist der Quotient aus den 


beiden absoluten Wahrscheinlichkeiten, also 








mann... (Rn +r2..r,D) M!N(N-N)... (N(R+Rz.Re—D)) 
(PN. la axr Taerar (PP, Re... (Pu De xR,!R,!.. Ku! NM’ 
Wenn hier mn = M, nr, +n+....+r,=Rh,+k,+R,...+f. unddn=N 


ist, so ıst die relative Wahrscheinlichkeit 
(P, ! yRı (P,! yR; „CP. If 


(91 (P2!)" 02," 


Wenn also bei zwei Würfen die Anzahl der verschiedenen erwarteten Num- 








mern (die Summe der r und £i) dieselbe ist, so ist die relative Wahrschein- 
lichkeit für beide Fälle immer die gleiche, welches auch die Zahl m der Wür- 
fel, die bei beiden dieselbe ist, sein mag, und wieviel (z) Flächen auch die 
Würfel haben mögen. 

8. Beispiel. Es haben zwei Personen jede 10 Würfel von 5 Flä- 
chen. Die eine wettet, dass sie mit dem ersten Wurf 2 Zahlen 3 mal und 
2 Zahlen 2 mal werfen werde, während die andere 3 Zahlen 3mal und 
1 Zahl 1mal wirft: mit weleher Wahrscheinlichkeit gewinnt die erste gegen 


die zweite 
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Für die erste Person ist n=n, m=m, n=2, n=2, ı =3, 
p=2, rn +nr=4; für die zwate tN=n, M=m, R=3, R, =1, 
P,=3, P,=1, R + R,=4; die relative Wahrscheinlichkeit ist also 

_ m!n(n—I)(n—2)(n—3) , mIn(n—U)n—2) (n-3) _ 3 | 
ver (3.2)? (2)? n”" i 3.2. 1.n" 092° 
d.h. die erste Person gewinnt 3mal, wenn die zweite 2mal gewinnt. Die 


10 Würfel dürfen eine beliebige Zahl von Flächen haben. 








Weitere Beispiele. 
9. Für 3 Würfel sind folgende Fälle möglich: 
1) 3 Nummern jede Imal; ,=1, rn =3. 





2) 1 Nummer Imal und 1 Nummer 2mal; p,=1l, n=1l, »,=2, ,n=1. 

3) 1 Nummer 3mal; , =3, n =1. 

Anzahl aller Fälle = n?. 

Anzahl der günstigen Fälle für (1.) =n(n—1)(n—2), für (2.) 
—= 3n(n—H]), für 3.) =n. 

10. Für 4 Würfel 

1) 4 Nummern jede 1mal; p, =1, r, = 4. 

2) 2 Nummern jede 2mal; p=2,.,=2 nelL,n=1 

3) 2 Nummern jede lImal und eine Nummer 2mal; y, =1, m = 2, 
„=. n»1 

4) 1 Nummer 3mal und eine Imal; =3, » =L,n=1nr=1. 

5) 1 Nummer 4mal; y, =4,n=1. 

Anzahl aller Fälle = n‘, der günstigen Fälle für (1.) 
—=n(n—1)(n—2)(n—3), für (2.) = 3n(n—1l), für (3.) =2.3n(n—1)(n—2), 
für (4) = An(n—]), für (5.) = n. 

11. Für 5 Würfel 

1) 5 Nummern l1mal; , =1, rn =5. 

2) 3 Nummern Imal und 1 Nummer 2mal; , =1,m =2,r, =3. 
HE 

3) 2 Nummern 2mal und 1 Nummer Imal; , =2, m» =1,n =2, 


4) 2 Nummern Imal und 1 Nummer 3mal;  =1, pa =3, rn =2, 


5) 1 Nummer 2mal und 1 Nummer 3mal; pı =2, a» =2, rn =n=1l. 
6) 1 Nummer lmal und 1 Nummer Amal; , =1, a =4,n=nr=l. 
7) 1 Nummer 5mal. 
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Anzahl aller Fälle = n?. 

Anzahl der günstigen Fälle für (1.) = n(n—]) (n—2) (n—3)(n—4), 
für (2.) = 1l!a(n—1)(n—2)(n—3), für (3.) = 15n(n—1)(n—2), für (4.) 
= 1n(n—1)(n—2), für (5.) = 10n(n—]), für (6.) =5n(n—1), für 
G)=n. 

12. Welche von den 6 Personen hat die meiste Hoffnung zu gewin- 
nen, wenn alle mit 10 Würfeln von n Flächen wetten: beim ersten Wurf 
Die erste Person 1 Nummer 6mal und 4 Nummern 1 mal, 

Die zweite Person 5 Nummern 2mal, 

Die dritte Person 1 Nummer 5mal, 1 Nummer 2mal und 3 Nummern 1 mal, 
Die vierte Person 1 Nummer Amal 2 Nummern 2mal und 2 Nummern 1mal, 
Die fünfte Person 2 Nummern 3mal, 1 Nummer 2mal und 2 Nummern 1mal, 
Die sechste Person 1 Nummer 3mal, 3 Nummern 2mal und 1 Nummer 1 mal 


zu werfen. 


. h i ’ 210n(n—1)(n—2)(n—3)(n—4 
Die Wahrscheinlichkeit der lien Person ist = BE EEE au 














a oma, 
Die der 2ten Person . . . 2: 2 2 2.0. = nun > FREE) m, 
Die der 3ten Person ‚= er) een (n-4) —w,, 
Die der 4ten Person , = een neh an ae rn ww, 
Die der öten Person „ . ..» ». ... A —w,, 
Die der 6ten Person . . EDEN m, 


also verhalten sich die Wahrscheinlichkeiten dieser 6 Personen wie 
210 : 945 : 2520 : 9450 : 12600 : 12600, oder wie 2:9: 24 : 90 : 120 : 120. 
Die letzten zwei haben folglich gleiche und die meiste Wahrscheinlichkeit. 
Wenn die erste Person 2 Kreuzer setzt, so muss die zweite 9 Kr., die dritte 
24 Kr., die vierte 90 Kr. und die fünfte und sechste jede 120 Kreuzer setzen, 
wenn die Wette billig und gerecht sein soll. Das Verhältniss bleibt dasselbe, 
mit welcher Art von Würfeln die Personen spielen. Es ist, wie erforderlich, 


überall m, n und n+r,-+r3....+ ra gleich und zwar letzteres überall =5. 


13. Im Vorigen wurde angenommen, dass die Würfel alle gleich viele 
Flächen haben. Wir wollen nun setzen, die verschiedenen Würfel hätten 
eine verschiedene Zahl von Flächen und seien mit den Zahlen 1, 2, 3, .... k, 
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soweit es angeht, bezeichnet; so dass ein Würfel von k Flächen alle Zahlen 
von 1 bis %, ein Würfel von Z/ Flächen alle Zahlen von 1 bis / hat. 

14. Von den mWVürfeln haben der erste p,, der zweite Pa, der dritte 
ps u. s. w., der mte m Flächen. 


Die Anzahl aller möglichen Fälle ist nach (VI. 18.) 
== pi Pa-Ps- Pr -i-dPh- 
15. Die Anzahl der Fälle, in welchen r, Nummer g,mal, r, Nummern 
g, mal, r, Nummern g;mal u. s. w. r„. Nummern g. geworfen werden, findet 


man hier, wenn man die Anzahl der Variationen znter Classe mit beschränkter 


Stellenbesetzung für den Fall 


tg 1, ab, ,,ah %: I 
04502 2... 0, 1 a2 An rg 


Ge I« 
+ 9. ++... rt, 1 +2 PER Gr. 


nach (VII) sucht. 

16. Diese Anzahl, dividirt durch die Anzahl (14.), ist die Wahrschein- 
lichkeit für den Fall, dass von mn Würfeln der erste p,, der zweite p,, der 
dritte p; u. s. w. der nte p,„ Flächen hat und r, Zahlen g,mal, r, Zahlen 
g,mal, r; Zahlen g,mal u. s. w. r„ Zahlen g.mal geworfen werden. Es ist 
wieder nı + ng... ng =m. 

17. Da wir hier die Zähler nicht wie in (4.) allgemein darstellen 
können, so wollen wir die Aufgabe für einzelne Fälle lösen. 


Beispiele. 

18. Ein Würfel habe 2 breite numerirte Flächen (auf diese nur könne 
er fallen und ruhen); ein zweiter habe 3 Flächen, ein dritter 4 Flächen: 
Welches sind die möglichen Fälle und ihre Wahrscheinlichkeiten ? 

a) Im Ganzen sind P,.p2.ps Fälle möglich. 


b) Es kann eine Nummer 3mal erscheinen; hiebei haben wir p, Fälle. 


c) Ferner kann eine Nummer 2mal und eine Nummer 1mal erschei- 
nen. Hievon giebt es nach (VIM. 3.) pıl2(»»—1) + (ps—1)] Fälle. 

d) Endlich können drei Nummern jede 1mal erscheinen. Hievon sind 
pı(pa—1) (ps—2) Fälle möglich. 

Nun ist ı =2, m =3, p=4, also ist pı. Pr: Ps = 2.3.4 = 24. 
Dies giebt folgende Fälle: 
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111 121 131 211 221 251 
112 122 132 212 222 232 
113 123 133 213 223 233 
114 124 134 214 224 234. 


Für den Fall (b) giebt es die p, =2 Fälle 
111, 222. 
Für den Fall (c) giebt es die pı| 2(pz—1) + (p>—1)] = 2[4-+3] = 14 Fälle 
112 121 133 221 232 
113 122 21] 223 235 
114 131 212 224. 
Für den Fall (d) giebt es die 9, (pa —1) (p>—2) =2.2.2=8 Fälle 
123 132 213 231 
124 134 214 234. 


’ be war . 2 1 
Die Wahrscheinlichkeit für den Fall (b) ist =31j1” 2; für den Fall (c) 


u © s 


=54”= 75 und für den Fall (d) = 54 = 3 Sie verhalten sich also wie 
2:14:8 oder wie 1:7:4. 

19. Es spielen drei Personen mit 6 Würfeln. Der erste Würfel hat 
3 Flächen, der zweite 4, der dritte 4, der vierte 6, der fünfte 11 und der 
sechste 13 Flächen. Die eine Person will eine Nummer 5mal ‘und eine 
Nummer 1lmal; die zweite Person eine Nummer Amal und eine Nummer 
2 mal; die dritte Person zweı Nummern 3mal werfen: welches sind die Wahr- 
scheinlichkeiten für die drei Personen und wie verhalten sich dieselben unter 
einander? 

Im Ganzen sind P, Pa Ps Pı Ps Ps Fälle möglich. Bei der ersten Person 
sind A[2(&»—1) + (3-1) + (P,—1) + (p—1) + (pe—1), bei der 
zweiten Person P,[8(p—1) + 4(p—1) +2(p,—-D + (p;—1)], bei der 
dritten P,[6(P2—1) + 3(P;—1) + (pı—1)] Fälle möglıch. 

Nun ıst 2, =3, 9, =%# m =4, 2, 5, 9, = 1,..2,75338; älso 
sind im Ganzen 3.4.4.6.11.13 = 41184 Fälle möglich und 

Für die lte Person 36 +3 +5 +10 +12] = 108, 
Für die 2te Person 3[24 +12 +10 +10] = 168, 
Für die 3te Person 3[18 +9 +5] = 9%. 
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Folglich hat die erste Person die Wahrscheinlichkeit ee = nn. 
i 2 168 7 
en.) 100 Kagl sauna Sum 11184 — 1716 
96 1 


Die dritte 41181 = 79° 
und die Wahrscheinlichkeiten verhalten sich wie 108: 168:96 = 9: 14:8. 


Wenn also bei einer Wette die erste Person 9 Kreuzer setzt, so muss die 
zweite 14 Kr. und die dritte 8 Kr. setzen, damit die Wette billig seı. 





Nachtrag 


zu den Aufgaben aus der Combinationslehre. 








1. In Eingange zu diesem Aufsatze sagte ich, dass mir keine Lösung 
der Aufgabe, die Anzahl der möglichen Combinationen und Variationen mit 
eingeschränkten Wiederholungen für eine gegebene Classe zu finden, bekannt 
sei. Kurz nach Abfassung des Aufsatzes fand ich jedoch in Grunerts Supple- 
ment zu Klügels mathematischem Wörterbuche, dass Dr. Scherk in seinen ma- 
thematischen Abhandlungen (Berlin 1825) sich mit der Aufgabe bezüglich der 
Combinationen beschäftigt hat. Erst einige Tage nachdem mein Artikel der 
Redaction dieses Journals schon zugeschickt war, bekam ich jenes Werk zu 
Gesicht. Dies gab mir Anlass zu dem jetzigen Nachtrage. 

2. Zunächst bemerke ich, dass Scherk auf einem ganz von dem mei- 
nigen verschiedenen Wege zuletzt für die Anzahl der Combinationen mter 


Classe folgende Formel findet: 
yvy (18% % C == SR * 
RE II;_e, (ax)k-2h ) . 


Der Weg des Herrn Scherk dürfte aber schon deshalb dem meinigen nach- 








*) In der Abhandlung steht durch Druckfehler immer BE 
Crelle’s Journal f, d. M. Bd. XXXVIII, Heft 2. 49 
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stehen, weil der Satz durch unbestimmte Coeflicienten bewiesen und der Tay- 
/orsche Satz zu Hülfe genommen wird, diese Hülfsmittel aber, wenn sie anders 
auch auf festem Grunde ständen, doch der Combinationslehre zu fern sind. 

In der obigen Formel durchläuft 

a) k alle ganzen Zahlen von O0 bis m. 

b) Beı jedem Werthe von % durchläuft A alle Werthe von ® bis 
sh — 3x, wo x=#0 ıst, wenn h eine gerade Zahl bedeutet, und = 1, wenn 
h eine ungerade Zahl ist. 


m . (n+1 2)... (n+m—k—1) 
c) Piz, Ist die Facultät = bus. a 


d) I_s, ist die Facultät = 1.2.3 .... (k—2h). 


e) C* ist die Ate Combinationsclasse ohne Wiederholung. Die Ele- 





mente sınd zu, xl, x, ne an, 
Rah Oh 

f) 5 ist der (k—2h)te Differentialquotient, in welchem die Va- 
riable « nach der Differentiation = 0 gesetzt wird. 

5) Der Ausdruck gilt für die Zahl der möglichen Combinationen mter 
Classe, wenn r Elemente gegeben sind, von welchen das erste «,, das zweite 
%,, das dritte a, u. s. f. das nte a„mal höchstens gesetzt werden darf, und es 
ıst auf diese Weise der Fall eigentlich ein specieller Fall von unserm allge- 
meinen; aus welchem sich aber allerdings auch der allgemeine Fall leicht ab- 
leiten lässt. 

3. Ueber die Anzahl der Variationen kommt in der Scherck’schen Ab- 
handlung nichts vor; und es konnte dieselbe auch nicht aus dem Ausdruck für 
die Anzahl der Combinationen, wie es wir vermochten, abgeleitet werden. 

4. Wir wollen nun, den Anfang der Scherk’schen Ableitung benulzend, 
die Aufgabe für den allgemeinen Fall, jedoch ohne Hülfe des Differentialculs, 
zu lösen suchen. Wir werden dabei zu einem anders und zwar schwieri- 
ger gebauten Ausdruck gelangen, der jedoch bei der Berechnung der speciellen 
Fälle natürlich zum nämlichen Resultate führt. 


5. Es lässt sich leicht erweisen, dass 
(I+lac+ (ax) +....+(lax)“") (l+ ac +lax)+...+(lar)”).... 
... (l+’ac+(laa) + ....+ (’ax)"”) 
=l +2 +9... +... +62 


ist. Hier ist 4, = die kte Combinationsclasse mit Wiederholung von den 


Elementen 'a, ?a,°a, "a, wobei «, höchstens «,mal, a& höchstens «mal 
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°?a höchstens a,mal u. s. w, ”@ höchstens «,mal gesetzt werden darf. Ferner 


sts t+% +9 ...+ %. 


(1a) „ A-Can)“!) 


l1—'ax 1— ax 


6. alas) (Cat) 
1— ar 1— "ax 
ist, wie aus der Algebra bekannt, 
— (l+'ac +(lar)’+....(ax)") (l+’ax+(ax) .... (ax)°)... 
.. (l+’ac+ (ax) .... (’ax)'”); 
also ist 
lan) „, ante), GC). ; z, Kbr Canytt) 
1_ gr u en un a 
—-1 +42 +62°... +bar.... +La. 











7. Wenn man in dieser Formel a =’ıa=’a=...="a=] setzt, 
so wird in /; jede Combination = 1, und da alle Combinationen additiv ver- 
bunden sind, so zeigt alsdann ; die Anzahl der möglichen Combinationen 
rıter Classe für rn gegebene Elemente an, von welchen das erste höchstens 


“mal, das zweite höchstens a,mal u. s. w. das nte höchstens «,mal gesetzt 
k 


werden darf. Wir bezeichnen 7; dann durch €. Es ist also 











(dat! 1!) 1—a2%5t!),... d—x%nt!) ı 2 3 _ k 
Ir en ———1+Cı+C2’+Cao... Ca*..C:. 
(l—:x) 
$S. Wenn man nun in diesem Ausdruck at = uw, a" — u, 
u = U .... 2% = u, selzt, so ergiebt sich 
A—u,2) —ux) (l—us;r).... (l—un) ı 2 _ 3 L 5 
Ban, Fa, I ante? —=1-+(Cx+ Ca + Ca? ....Ca* .... Cr‘: 


k 
wo C die in (7.) angegebene Bedeutung hat. 
9, Der Zähler dieses Ausdrucks ist bekanntlich 


1 2 3 1 k k 
—1—Kx+ Ka?’+ Ka’ + Kat... (— Kat .... (—1N)" Ka”; 


wo K die kte Combinationsclasse ohne Wiederholung für die Elemente 
ll, Up; Ugy er... U, bedeutet. 

10. Der Nenner des Ausdrucks ist eine Potenz mit positivem Expo- 
nenten und wir können ıhn als Factor zum Zähler setzen, wenn wir den Fx- 


ponenten negativ annehmen. Der Factor heisst alsdann 


Fre n(n-+1) n(n+1)....(n+i—1l) , 
Ad-)"eltne He. Teak... 





11. Die Gleichung in (8.) geht nun in folgende über: 


19 * 
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(1 Ss, a Kı? es Kr RER: (1 Ka* .... 1’ Ka”) 


n(n+1) „, n(n+1)...(n+k—1l) , 
X (1 tnaıc-+ - 1.2 u te 88, ac" a 


1 2 3 h E) 
—1+Cı +0" + Ca +...+(Cat +... +Cx*). 


12. Um € für den allgemeinsten Fall zu finden, setze man 


(X 


— (Os 


1 — GAsy Ts... Ap I 1, 


Rp 1 = An, +2 = App +. = Op +p, = 2, 

Appl = pp = App = Ap = 9, 

App tPa-ı tl = Rp HP HPn 142 = App Pn-ı+3 0 = Ap +Pa Pe ; also 
ubzl..l  =%, 
Ru en >, 
Up Hp: +1 = Up +p+2 = Up +p +3 +++ — Up +pıt+p; — x, 


‘ 


Up+P: +Pa-ı+1 nn Up, +P2.-+Pa-ı+2 u Up HP APa-ı43 |; Up +Ppst+-P3- „t-Pm ' 


yro.# 


wo pı + pr +ps +... +p„m>=n ist. Alsdann ist 


K= Pı®X + Pax” + Psx” + ....+ Pr, 
1 (m—D „, 

— “ = x” + Pıps3” + PıP3 Erter. 5 PıPr-ı | X 

. Px(Ppa-1) P2Pr-2 | 


1.2 | PaPk-a | 


Du" w au ww 


enge 
\ 








712 oder Pyun Pit > 


> _ Alpi-li(pı=2) ,;, AlpıV)P: , P(m—Dp-2| x 
A = DET FENSTER 














Pır(Pır-ı Pır-2 Be ar... Bi 
ED En 1.2 du 








? ıc-y Pia-y XP MH) Pır-ı) P ‚nn? ja") 


u. S$S. W. 


*) Obgleich hier der eine Factor eine unendliche, der andere eine endliche Reihe ist, so ist 
das Product beider doch eine endliche Reihe. Dies ist immer der Fall bei Producten von endlichen 
und unendlichen Reihen, wenn die unendlichen Reihen Bruchfunctionen zur Summe haben, von denen 
das Product der Nenner in dem Producte der Zähler enthalten ist. Oettinger bemerkt in seinen „For- 
schungen im Gebiete der höhern Analysis ($. 23.)”, dass die Entwicklung einer gebrochenen Function 
zuweilen auf eine endliche Darstellung führen kann. Es lässt sich hinzusetzen, dass dies nur bei unächt 


gebrochenen Functionen der Fall sein kann, 
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vr _\ pı(pı—1) (Pı—2)... teD) jr pıtpı — (91-2)... „(Pı—(r—2)) k 
K= 1.2.3...r Pr 1.23 er A Pre 
pp —-VlM—2).-- .(Pı —(r-3)) n k 
+ '———— | ET” ZR Kat 
1.2.3... r—2 P2 Pk. -— 


Hier bedeutet & die rte Combinationsclasse zur Summe %k. Die Elemente sind 
Pi» Pa» Pas * ++: Pm- Jede Combination ist als Product der Elemente zu betrach- 
ten, und wenn mehrere Elemente mit gleichem Index ın der Combination vor- 
kommen, so steht das zweite, gleiche Element nicht als Factor, sondern die 
Differenz von diesem weniger dem Iten; das dritte gleiche Element steht 
ebenfalls nicht als Factor, sondern als Differenz des dritten weniger dem 
2ten u. s.w.; endlich ist für jede Gruppe von « hinter einander folgenden glei- 
chen Elementen die Combination noch mit der Facultät 1.2.3....« zu dividiren. 

13. Führt man diese Werthe für X in die Gleichung (10.) ein, mul- 
tıphicirt mit der zweiten Reihe, ordnet nach Potenzen yon ® und bemerkt, 


dass alsdann die Coefficienten von & unabhängig sind, so erhält man 


n(n—1) n(n+1) (n-+2) 























I+na +02 -Pp)a+ —733 np —p)® 
n(n+1) (n+2) (n+3) n(n+1) P,(pı—1) 
+30 Ta Amnm+ Ta pe 
n(n+1)(n+2)R+3)(n+4) nln+1)(n+2) n(n+1)p, npı(mı—1) 
u 1.2.3.4.5 En u; ir ” 12 -NP+Pı Pr Pı)® 
„4 (nl) m+2)(m+3)n41)n+5) _ nal) n+Dm+3) , _ nr?) 
1.2.3.4.5.6 1.2.34  Pı 1.2.3 P: 
r(n+N)pı(pı—1) nn Pı(pı—1)(pı—2) 
u 5 Az = "732 R+tnpmp—nmı— 123 
+ p2(p—V I up, N ).x® . 


BE 9 Ei y. 
1 4 5 
Y Y b) 7 Y ’ Y r 7 r 
—-1l1+ÜUıx+ Ca? + Ca? +(Cı. +02 + C u 


und da hier der Satz der unbestimmten Coefficienten anwendbar ist, so erhal- 


ten wir für die gesuchte Anzahl der möglichen Combinationen: 


1 
Für die lte Clase = CU =n, 





o ’ 4 +1) 
Für die 2te Clase =CÜC = > PD, 
u 3 1) (n+2 
Für die 3te Clase =(Ü = go I Do npPı — Ps; 
n(n+1)(n+2)(n+3) _n(n+1) pılpı-l) 





Pı — np. + 12 2 -P3; 


Für die 4te Clase = (Ü 


1.2.3.4 1.2 
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Für die Öte Classe = C = erde, _ HN, 
ni m) — np; + PıPa — Pı; 
Für die Gte Classe = € — "Or nr2) 3) mM) _ en 
ee RER ei 
ee, PROBEN: Pr nl | + PP — Ps. 


14. Wenn man auf dieselbe Weise, wie oben die besondern Coefh- 
cıenten von @, für die linke Seite der Gleichung in (11.) allgemein den Coef- 
fıcienten von x” sucht, so findet man 


r=!k . 


k=m ei 
m 1m 
c=Y % (-1y x Er 
k=0 r—=0 re m. 


wo & die ın (12.) angegebene Bedeutung hat, (rn, +1)”* die Facultät 


(kr) 
n(n-+1)...(n-Hm—k—1) und eben so (1,+1)”* die Facultät 1.2.3 .... (mn—k) 


nach der Crelleschen Bezeichnungs-Art, so wie auch noch zu bemerken ist, 
u I 


das £=1 und L=0 ist. 


0 k 

15. Aus dem allgemeinen Ausdruck in (14.) finden sich leicht die 
speciellen Formeln in (13.). Ganz dieselben Formeln findet man auch aus 
dem Scherk'schen Ausdruck in (2.). Es sind jedoch diese Ausdrücke, sowohl 
die allgemeinen, als die speciellen, nicht so practisch, als die früher von mır 
gegebenen. 

16. Wenn man die Uebereinstimmung beider Formeln prüfen will, 
muss man berücksichtigen, dass in meinen früher entwickelten Ausdrücken die 
71, My, Myy «Am mit den pP, Pur Pr» ++. ?m der jetzigen folgende Gleichun- 


oen bilden: 


oO 
n, =zn, n—nm=PpPı: Mn =P: nz —n, =Pı :--.. An-ı — An =ZPm: 
Führt man für die » und n in den letzten Ausdrücken diese Wertbe ein, 
so kommt man auf die frühern. 

7. B. für die 3te Classe ıst 


n(r+1) (n-+2) 
12.3 — nDı —— Pr- 


Dies giebt 
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2, (2 +1) (n,+2) 
2 ee — n, (m —n,) — n, + n; 
__ R, [ni-+3n,+2] — 6n: 
ee rn +n.(n—l)+n=n+n(m—1l)+ T 2. = 


wie es sein soll. 
So ist ferner für die 6te Classe, aus den Elementen 
a a)a: ai a! a, a ay as: 
sd, nn 27, nm nd nn mi nal; 
p=2 pa=1L p=2 p>=L pp =2 
Nach der frühern Formel erhält man also 
1+3.8+4[6+28] + 3[5+84+112] + 755+63-+70] + 84 
—1-+ 24 + 136 + 603 + 966 + 54 = 1814, 
und nach den spätern 
3003 — 990 — 156 +45 —- 90+ 15 — 9 — 0 +0 +4 —2=3070 — 1256 = 1514. 
Beispiel. Wie viele Factoren hat die Zahl 360 = 2°.3°.5' 
Bekanntlich hat die Zahl n=ay', a3°,.... a, (+1) (+1)... (a, +1) —1 
Divisoren; also hat 360, 4.3.2 -— 1= 24 — 1=23 Factoren. Man findet 
sie, wenn man die lte, 2te, 3te, Ate, dte und 6te Classe der Combinationen aus 
den Elementen 222 335 aufstell. Dies giebt, da „=3, m =2, , —=1, 
nn zn 2 weidehpl a Bern nnd 





lfache Factoren —=3 
2fache = 2 +3 — 
Sfache =1+4+1 =6 
Mache =2+1+2 =5 
Sfachke =1+1+1 =3 
6fache = 1 — 





Zusammen 23. 


Fürth ım August 1847. 
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v. 


Einige Aufgaben aus der Lehre von den 
wiederkehrenden Reihen. 


(Von Herrn Weiss, Lehrer der Mathematik zu Fürth bei Nürnberg.) 


I. 


1. \\ enn in einer unendlichen Reihe , + 42 + 1,2% .... Iıa® .... 


die Coefficienten, von f, an, durch die Gleichung 

«= Pıl-ı # Peh-2 F Pla ++ Pr 
bestimmt werden, so heisst bekanntlich die Reihe rücklaufend. Die P sind 
feststehende Grössen und ihr Aggregat ?, + P2 + Ps ....P, heisst Beziehungs- 


scale; sıe selbst heissen Glieder der Scale. Hat die Scale einer rücklaufenden 


Reihe, wie die obige, r Glieder, so heisst sie rter Ordnung und hat innerhalb 
a,+G,%+4,2°....- a, 12071 
1+5,2-+5.2°...0, 





der Grenzen ıhrer Convergenz zur Summe den Bruch: 


wo 
b,=—P:; b,=—Ps; ,=—P,; .... b,=—P, und 
RT Pe a=lh—P,l; qa=b—Pılh Palo; G=Lb—Pıla— Pal Polo U.S.W. 


a et udn I aha te 

2. Man sieht, dass die Zahl der Glieder der Scale gleich ist der Ord- 
nungszahl der Reihe, und gleich der Anzahl der Anfangsglieder, welche nicht 
durch die Beziehungsscale bestimmt werden können. Ferner ıst durch die 
Gleichungen in (1.) der Summenbruch leicht zu finden, wenn die Scale und 
die Anfangs-Coeffhicienten (r bei der Reihe rter Ordnung) bekannt sind. 

3. Es sei nun die Scale = pP, + Pa + Ps :... + P. nebst den r Coel- 
U RE: 
ihr Summenbruch, zu bestimmen. Die Aufgabe beschränkt sich darauf, die 


cienten / «_n gegeben, und durch diese sei die Reihe, d. h. 
r Anfanes- Coefficienten zu finden. 
4. Für eine Reihe Iter Ordnung ist 4=P hp ha Pi PT Um» 
. . L_.ı . 
und hier k—m==g gesetzt giebt: 4=P‘ 1,=G;_,t,, wenn E;_, die Summe 


aller Combinationen mit Wiederholung zur Summe k—g bedeutet und 7, das 


Element ist. 
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5. Für Reihen der zweiten Ordnung ist. 
ı =Pıli-ı # Palı-., 
tb ı=Pıli-a + Palı-s» 
2 = Pılı-a + Palı-4; 
tı_3 = Pılı-ı + Palı-s- 
Und wenn man hier je die nachfolgenden Gleichungen in die vorhergehenden 
substituirt, so erhält man: 
,= (Pi + PR) bi. + PıPılı-s» 
1=(P + 2PıPr + Pl + Pr (Pi + Pabın, 
4= (Pi +3P:Pp: + Ph + Pr(Pi + 2PiP)h-5: 
das heisst, es ist 1, = Gt. + P&ıtı=5, 
= S,lı3 + Pr Sb 
= th, + Pr &stı_5, 
wo @, die Summe aller Combinationen mit Wiederholung zur Summe m 


bedeutet, wenn ?, und ?, die Elemente sind. Jede Combination ist mit der 





ihr zugehörigen Permutationszahl zu multipliciren. 
Vermöge des Gesetzes, welches sich in den Formeln für i, zeigt, ist 
1. = Slim + P: E.-1ti-ms) D 
wo m eine ganze positive Zahl bedeutet, k jedoch = m+1 sein muss. 
Nimmt man diese Formel als erwiesen an, so ist, wegen 4;_„=Pıli_m-ı + Pali-m-a, 
auch 4= (&,x Pı + 728.1) tim + Pr Sn tim. Nun ist aber P,€,, 
+ pP; = Gy *), also folgt aus 4 = Q@,t_„ + Pr&an-ı img auch 
= Sarı tm) # Pa ES ntim$2) 
d. h. aus den bereits oben erwiesenen Formeln für Z; folgt die Richtigkeit und 
Gültigkeit des durch die Formel (1.) ausgesprochenen Gesetzes. 
Setzt man hier wieder k—m=g, also auch m=k—g, so erhält 
man aus (].) 
4eG_,t,+ &it-ı. 
6. Für eine Reihe dritter Ordnung ist 
k = Pılizı # Pati + Pal 
lu-ı = Pılu=a + Palı-s + Ps, 
bh. = Pılh-a + Ph + Pıhi-s; 
bu, = Pılıı # Pahi-5 + Pshi6; 





18 . . zn ‚nr ‚a ‚n ın—1 
*) In der Combinationslehre wird bewiesen, dass Vn=a, V m-1+4,V m-2+a;,V n-3 ... Am-n+1Vn-ı 


ist, wo Y. die nte Combinationsclasse mit Wiederholung zur Summe m von den Elementen a,, 4,, 4,.... 
bedeutet. Aus dieser Formel ist die Richtigkeit der obigen leicht zu ersehen. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVII Heft 2. 20 
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Hieraus folgt wieder 


L; 


(pi+p;) hat (PaPpıt+P>) hs + Pspılk-4; 


tl, = (pıt+2pıPp2+p5) «3 + (p2(pit+p:) +73Pı) kt Ps(pi+ pa) 5; 
4=(pt+3pip + 2pıps + pi) + (pr(pi +2pıpa+ Ps) + Pps(pi+p2))%-5 


oder 


” Ps(pi 7 2 PıPa +p3)b%_s; 


= $, Ik—2 I (22.8, + Ps &:) 3 En P5&ı Ik—4 5 
= 6, u + (pP: G, „ Ps) ut P3 Slıi-s; 
= 4, + (96 + pG)4u + pP &sth_- 


. 
r N 
4 


hat hier @,, dieselbe Bedeutung wie in (5.); nur sind jetzt ?ı, ?2, Ps die 


Elemente der Combinationen. Es lässt sich auch hier wieder, wie in (5.), die 
allgemeine Gültigkeit der Formel 


L; _ S,.tm “ (P E m-1) or P3 E.m-2)) Ik-m-1 . Ps ni Ik-m-2 


auf dieselbe Art beweisen. Also hat man hier, wenn k—m=g gesetzt wird, 


u= G_,t, + (Pa $;-,-ı +P3 G;-,-2) tı tt Pp3 Gı lg-2- 


7. Auf ganz ähnliche Weise erhält man für Reihen vierter Ordnung; 
= RR + (P2&-,- + p3 &. + p: G,-,-3) lo-ı 
+ (Ps $,-.-1 ” Pa GG .n) L,_2 + Pa $,-.-1 L.-35 


Hier sind 9,, Pa, P5; Pı die Elemente der Combinationen. 


$. Im Folgenden sind die Werthe von 4; für die sechs ersten Ord- 


nungen, so wie man sie durch Betrachtungen ähnlich denen in (5. und 6.) 


findet, aufgestellt. 


lte Ordnung: 
2te Ordnung: 
Ste Ordnung: 


4te Ordnung: 


, = Ei, 

4 Gt, + Printy. 

= &_,t,+ (Pt P3 G--2)tu-ı + Plan. 
h=&,t, + (Pı&egı + Pb G,.2+ Pı&-,-3) 1a-ı 


+ (P; Bi + P,G:-,)t,a + P: G-ilo-3- 
Ste Ordnung: 4 = &_,t,+(Pr &;-,-ı +P:&-,..2+P.&-,3+P:&G-,)bo-ı 
+(P; AR +P; Gu-4-2 +P; G,-,-5) 4.t (P: G.- +P; C-4. ) u-stP; Sn bu: 
6te ( Irdnung el. L,+ (P&i-,-ı +Ps&:-.-ı + PıS;-4-3 +P&iı- + Po, o)a-ı 
+(P,8, rt P.&_,. + pP;& u, tr pP ergr „il tP&tP tr) 
u: (P; +P; ua) lt Ps Suugei l4-5 . 
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Für die einzelnen Ordnungen ist: 
Für die lte Ordnung a) 9 = 0, b) Elemente der Combinationen sind 7,, 
b) Elemente der Combinationen sind 7,, Ps, 


Für die 2te Ordnung a) qg = 


1, 
Für die 3te Ordnung a) y 2, b) Elemente der Combinationen sind P,,P2,7;, 
3, b) Elemente der Combinationen sind P,, Ps, 





Für die 4te Ordnung a) > 
Ps, Pı» 

Für die öte Ordnung a) g — 4, b) Elemente der Combinationen sind p,, Ps, 
u 3 

Für die 6te Ordnung a) g 5 b) Elemente der Combinationen sind P,, 7, 
Ps; Pa; P5> Ps: 

Ueberall it k>g und €, bedeutet die Summe aller Combinationen mit 


Wiederholung, jede noch mit der ihr zugehörigen Permutationszahl multiplicirt. 





9, Für eine Reihe rter Ordnung ist 


5, el Pen + Blasen + tea Pin, 
ua Era bi. ae ae 

ha rt Pat + Dias or + aan F PL: 
u; = Pılı_ı + Pal; # Pılı_s -- + + Pa + P-b_,_3- 


Dies giebt durch Substitutionen der je nachfolgenden Gleichungen in die vor- 
hergehenden: 
u = (Pi +P)b + (PıPr + P)ba + (PıP + P)b ..-- 
+ (PP + P)br + Pıp-bon; 
= (Pr + 2PıP2 + P)bis + (Pr(Pi + Po) + Ps Ppı + P)h- 
+ (Ps(Pi + P) + PPı + P)bs +... + (PlPi Po) + P-P)5_,ı 
+ P,(Pi + Pa)ti-a 
= (Pi + 3PiPp + 2PP + Pr + P)ı- 
+ (Pr(Pı + 2PıP2 + Ps) + Ps(Pi + Pr) + PıPı + Ps) 
+ (Ps(pi + 2Pıp2 + P3) + Pı(Pi + Pe) + PsPı + Po)li-s ---- 
+ (P.-1(Pi + 2PıP + P) + PP HP) ba + PP + 2PıP2 + Po)bimo, 
oder 
= Gha+ (6, + P; 8) + (RE +P,&)-+ .... 
..Tt(P.+ 6, + P,& )bı_. + p,E&, Eare 
4 = Gh + (RG: + 9,8 + PO )u_ + (8: + PC, + PS )tıs +... 
..+ (P,-ı GG, -+P, G,) bi "tr P- Sina 
=, + +; G+P 6) + (RG ++; +, &)h-+..». 
...Tt (Pr-ı 6; +P-, G,) En m P- Ezti. 


20* 
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Aus dem Bildungs- Gesetz, welches sich in diesen Formeln für ix kund giebt, 


erhält man die Formel 


4 = &,.tm + (P..ı . PR nn 
Fr Ei PEN P.&.-en) tim +... 
tler, + 2 2) I-m-(r-9 # P- en: 
Nımmt man diese Formel als erwiesen an und erwägt, dass 
im = Pıli-m-ı + Pali-m-a + Pıli-m-s ++ FF P-ıtim-e-n # Pr time 
ist, so erhält man 
4W= Pr. + Pla .:.: + P- Sn-r-1) ti_m4n) 
er (Pr, > P,E., > ne 8 Pr &.-+-2) !k_ (m+1)—1 
+ (9. + P&mı + :..:: + P,-&mers) tom +. 
+ (9, + Pr- Sa 2 p-&n-2) I_ (m) —(r—3) 
+ (PN. + P-&a-ı) Ik-(mt-(r-9 F Pr Eee 
Nun ist 9,6,+ P&.-ı .... + P- == Kar: und wenn man dies 
noch in letzte Formel für i, setzt, so zeigt sich, dass sie aus (I1.) abgeleitet 
werden kann, wenn man dort m +1 statt m setzt; d. h.: das Gesetz, nach 
welchem die Formel (II.) construirt ist, gilt für alle auf m folgende positive 
ganze Zahlen (für m gesetzt), sobald es für irgend eine gauze Zahl m nach- 
gewiesen ist. Letzteres ist aber für m —=2, 3 und 4 geschehen, also ist die 
Gültigkeit der Formel (1.) erwiesen. (@,, ist die Summe aller Combinationen 
zur Summe zn, und bei jeder Combination steht noch als Factor die betreffende 
Permutationszahl. Die Elemente der Combinationen sind P,, Pas ---» Pr: 
Setzt man endlich in (1M.) statt k— m wieder g, also auch k — y 


statt zn, so erhält man für eine Reihe rter Ordnung: 


1. k—= Pı&ı-, iu. + (Pz RR u P3 Ci. Toro P-&-,-e-n)t; 1 
+ (Ps &,_,-ı + Pı8ı-,-3 #0... p.&;-,--9) 9-2 + .... 
+ (P,-ı &,-.- ee C,,-.) tu-r-2 + P- Eden 
Hier ist 92 r—1, und da zn eine ganze positive Zahl sein soll, auch k>g. 
Die Formel (I11.) stimmt genau mit derjenigen überein, welche sich 
durch Analogie aus den in (8.) zusammengestellten Formeln findet; und um- 


De) 


gekehrt: ın (11. ) r=]1; ri= 2: rae.3; r—4; pa=B; r—6 geselzt, giebt 


die in ($.) aufgestellten Formeln. 
10. Mittels der Formel (11.) lassen sich aus den Coefficienten 


ty, dus sr Loy und aus der Scale alle auf g folgenden Coefficienten ganz 
unabhängig finden. Die Aufgabe erheischt aber die Bestimmung der r Anfangs- 




















9. Weiss, von wiederkehrenden Reihen. 153 


Coefficienten. Um sie zu finden, setze man in (IlI.), was noch gestattet ist, 


q=r—1; dann geht die Gleichung (IIl.) in 

kr = M,t.-ı + M;t, 2 + M3t,_3 »...-+ Mt + M,t, 
über, und wenn man nun in diese Gleichung für /, nach und nach die r ge- 
gebenen Coefficienten £,, L,_1, ».+- Z,_«-n setzt, so erhält man ein System von 
r Gleichungen, aus welchen sich die unbekannten Anfangs - Coeffieienten 
bos bis bs ».. I, finden lassen. 

11. Beispiel. Es seı 

p=1; pm=0; pr=1; hd; u=3; ,=2. 
Hier ist r=3, g=10. Combinations- Elemente sind p,, P2, Ps; die Gleichun- 
gen heissen 


tv = M,ıb+ ML + Mt =(k—- WM) =p, &th+(p&; +9 &)tht+p; to, 
t; —M, + Mat, +M, u=(k— 9) nd d. Et, (»&;+ps G,;)1, +p3 C;lo. 


1, =M,b+M,t + ML =(k—8) =p, Gb (m&;+pC)h+p,C;1,. 
G=Ppi+7PpıP.+6Pı P+15 Pi P3+ 20 pP} P,P; +10 pip2+6Pip5+12P,P3P; 
+M+3P.P3>=1+6+6=13. 
C:=Ppı+6PıiP.+dPıPp2 + Wp;p3+12PpiPp.P; +APı P2+3PıPE +3 Pi P; 
—-1+5+3=9. 

G=pı+5PıP2+4Pı P>+6PiPi+6Pı PP ++ —l+4r1= 6. 
G, = pi+4PıP+3PiPs +3 PıP?+2P,Pp, =1+3—4. 
G,=pi+3PiPr+2PıP+Pp—=1+2=3. 





Die Gleichungen für das Beispiel sind also: 

5 = 131, + 64, + 9, 3=9, +4, +61, und 2 = 6t, + 31, + 41,. 
Hieraus folgt 2= 41, + 2, + 31, und —=31,-+t1, + 2i,, und hieraus 
l1=t,+t +1, Dies giebt 0 = 21, +1, und —1= 31, + t,, also endlich 
— 1 = A 2 ee, ieif, 

,=-p=-1; »b=—-n=0; b=— np =—l1; 
a4 2; a=h— ph =0—2=—2; 
=, — ph Pph=— 100 =—1. 
Also ıst der Summenbruch der Reihe 


2—-2r—ı? ’ . ” 
=? - +’ rat ra +2 +22 +30’ HI HT... 


l—ı—-ı 


Von dieser Reihe findet man mittels der Gleichung (IIl.) 
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is = G, + G, it, + C- ti, = 2.13 +26+ 1.9 = 47, 
= h+ + Gt, —=3.13 + 2.6 + 2.9 = 69, 
Is = Kt + Gb + Eu =9.13 + 3.6 +2.9 = 101, 
to = Gt, + Sort & 6b = 7.13 +5.6 +3.9 = 148. 


Als Probe für die Richtigkeit der letzten Resultate ist z. B. 


to = Pils # Palz + Pte = 101 +0 +47 —=148; wie es sein soll. 


Es war aber Bedingung, dass k>g sei. Bei der Construction der 
Gleichungen it y=r— 1; also ist es hier Bedingung, das k>r—1 sei. 
Diese Bedingung muss für alle Werthe, welche man statt k nach und nach 
setzt, erfüllt werden. Der kleinste Werth, der für k gesetzt wird, ist — (r—1) 
und es ist also Bedingung, das g—-(r—1)>r—1; d.h. q>2r —2 sei. 

Es seı 9g<2r—2, z.B. =2r—2—/; welcher Fall eintritt, wenn unter 
den auf einander folgenden r gegebenen Coeflicienten 2 — 2 —/—(r—1) 
— r — (/+1) Coeflicienten sind, die nicht zu den Anfangs-Coefficienten gehö- 
ren, also /-+ 1 der leiztern mitgegeben sind. 


Für g=r—2—/ heisst die mte der aufgestellten Gleichungen: 


ly_2-1 (m—1) — SL_2-1-mt2 L,.—ı 


+ (p»8,-1tıp3 8-2 AoEe | A ”» (p38;-ı r ee ine .... + p-&,-ılo, 


Da es r Gleichungen giebt, so kann zn alle Werthe von 1 bis r haben. Die 
Summe s, zu welcher beim ersten Posten combinirt wird, ist r—2— m. Ist 
dies =0, so heisst die Gleichung £,_, = t,_,, und weil dann m=r—/ ist, 
und alle darauf folgenden Gleichungen (da die Summen, zu welchen darin 
combinirt werden soll, negatıy ausfallen) nichts bestimmen, so bleiben, da 
auch die r—/te als identische Gleichung als nichtbesimmend angesehen wer- 
den muss, in dem vorgelegten Falle bloss r—/—1 bestimmende Gleichungen; 
wie es auch sein soll, indem in diesem Falle / +1 Anfangs- Coefficienten ge- 
geben und also nur noch r—/—1 Coeflicienten zu bestimmen sind. 
Beispiel. Es seı 
el; ,=2, ,=3; h =4; 4 =5;, u =6; 
pP =p=p=p=Pp> 0; P = 1. 





Hier ist r=6; 9=9. Da 2r—2=1W, g=W-1 ist, so ist /=1; also 
sind hier 2+1=2 Anfangs-Coefficienten mitgegeben und man erhält bloss 
6— 2 = 4 bestimmende Gleichungen; wie es sich auch ergiebt. 


Die Gleichungen heissen 
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6= + [+ +9 +5] +6, +p,&+p, + 8; 
+[2.G6;+P; G,+m8, ] + [9;8;+9, G, 1, +9,85 to, 

4s= (,1,+[9, +9, +9, 614 +19 +9,06, +9, 8,]%, 
+ 1»: G,+p, G, Ps G, | L; ” IP; G, +9,86 ] L, + 8;t,, 

t=G;t, +[Pp: G, +»; 11, +19; Hp: G,]213+ [2,8 +92;6, 11; 
+ [96 +9 Gltı +9 lo, 

6; + ltr + pt + Plot + Polo, 

==; 

Nun ist 





G, = pi +3pıp + 2P pP + PR +Ppı =, 
G, = pi + 2pPp: + pP =), 
G=p +m =V(, 
&,=m=d, 
= l; 
also sind die Gleichungen für das Beispiel: 





ea Dear eine und er ist 
EEE a EEE ZA USE LET: 


- 


5, 4=6b, a=l, ,=2. 


a=3, a=4, 


u 3+40+52°+62°+2'-+20° 
Der Summenbruch ist = 1 - = 3.+ 4x + da? + 60° + a’ 





+ 22° + 32° + 4x’ +5a° .... 

Es lehrt also vorstehende Auflösung: Erstlich, eine neue unabhängige 
Herstellung der Coefficienten, und Zweitens, die sonst unbeachtete Aufsuchung 
des Summenbruches aus der Scale und aus r Coefficienten, welche von einer 


bekannten Stelle an ununterbrochen auf einander folgen. 





II. 
.. un) +4,4...Q0,—1 IUr-1 . 
1. Für den Bruch I... ıst 
— ),% 
Pı = Pı= Ps u P--ı er V, P- ar b2; 
u, = L “6b, ti. = ba, 
ı =a, tu=b,.a, bon = b.a,, 


7 
LM, = a, La = b, On, Ian br, d,-15 


und hieraus 


k k > 
Ein — b; Ad); Larpi = b: dAı, ...». Lertr1 = wi 
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2. Für das allgemeine Glied einer dem vorgelegten Bruch entspre- 
chenden Reihe erhält man also, fürn =rg+s, wo g und s ganze Zahlen 
wi n—s 


sind und zwar s or— me Den bi a,, oder, da = . ıst, 
n—s 


Re ‘ „nn 
5 A "EU b, a, X. 


ir 


Die Zahl s ist immer leicht zu finden. Sie ist eine der ganzen Zahlen 
von 0 bis r — 1, welche, von zz abgezogen, ein Multiplum von r geben (g ist 
eine ganze Zahl). It n<r—1, so ist nothwendig s= n. 


3. Die Reihe selbst hat nach dem Vorhergehenden folgende Form: 


at a, x + a,X° NEUE. WER nn ine 
n _ 
+ b.(a, + A,X + A,X u...» + G,,% 74 + u... 
D) 7 
+ b2 (a, +0a2x+ A,X” + 0. er Bonn. 


+ b' (a, + d,),X + A,X° ..0» + d,_ı +?) ar + u... 


4. Umgekehrt: Hat eine Reihe diese Gestalt, so hat sie innerhalb der 
Grenzen ihrer Convergenz obigen Bruch zur Summe. Ist r=]1, so bilden die 


Glieder der Reihe Perioden, und umgekehrt: Perioden geben der Reihe in- 





nerhalb der Grenzen ihrer Convergenz zur Summe einen Bruch, der die Coef- 
fıcıenten der Periode zu Zähler-Coefhicienten hat und dessen Nenner = 1— x’ 


ıst, wo r die Gliederzahl der Periode ist. Es sei z. B. 


1 — 30 + 3a? — u’ + a! — 1a? + 23a le +a°.... 
Hier ıst die Periode 1—3+?— !; also ist der Bruch 
1-32 +32’ — 1 0 8—-4c+6br’—ı 
u 1—ı* ”r 8—8r° £ 


9. Die Summe der kr +r ersten Glieder ist aus (3.), wenn man 
urn... aha" =Z setzt, 
1 DH 2) 
nu zıl + Ira” + (br.x”)” ” (bra”)? . . (b..x")*] — 777 b xr 
— Urı 


Deshalb ist die Summe aller auf die kir+r—]1 ersten Glieder folgenden 
Glieder: 





zZ „1-bMgrem 
1—b,.x “© 1—b,x” 
zit r(kt1) 


s u PBEEN WEN On } = —] 
1 b gr (a, a, A .... d,_ı rl ) 
Sr 


(db, a”)*r ’ 
= 1,2 (@+a% .... 4,1%"). 
r 











an 
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Diese Summe nimmt für 5,x” 1 unendlich ab, wenn k unendlich 
zunimmt; und da es für die Convergenz einer Reihe Bedingung ist, dass der 
test der ganzen Reihe, weniger einer Anzahl Anfangsglieder, unendlich ab- 
nehme, wenn diese Anzahl unendlich zunimmt, so ıst 5,x” — 1 die Bedin- 
gung für die Gonvergenz einer solchen Reihe. Ist also 5, = 1, so divergirt 


die Reihe für alle Werthe, die = 1 sind, und convergirt für alle, welche 


=0-<1 sind. Ist aber 4. <1, so kann x auch grösser als 1 sein. Z. B. 
die Reihe 
1 + 2x +30 + Ir? + ie! + + a + La eur 
BI ee. u artrert 
convergirt für alle Werthe von =0 bs x=2 Euccklienkieh: denn sie 


ist = (5) (1+2x%+3x°) + (1) (1+2x+3x°”)x° + (1) (1+2x2 +30”) + ...., 


aa Zu a En EN 
folglich ist hier r=3, p, = 10 Z=1l+ 20 + 3a. Demnach ist es Bedin- 





m \ a3 3, 2 2 5 
gung für die Convergenz, dass 5 < 1, also x < y16 < 2,519842 sei. Es 


darf demnach hier & noch = 2519841 sein, also noch über 2; immer noch 


wird die Reihe convergiren. 


Hieraus folgt ferner die Gleichung 


1+2r+3:° 1 1 3_ 
—— =l+ı1 +3’ +" + zUÜ rg rt. 
a 3 


für alle Werthe von x, welche zwischen 0 und 2,519842 liegen. Für@ =] 
folgt 


6 1 . 


|w 


l 
or + 
256 


3 
6 + 356 


I 
Ivo 


r + oder 


je 
tw 
37 


N 


7.1 
15 1» 
l 

1 2 3 1 2 3 

scstrtiieri trat 
und auch für & = 2: 


17 \ 8 32% 64 
=34=1+4 +2 +: + te +56 


wie | 


Für die 1002 ersten Glieder ist die Summe = 34 X N; wo N gleich 
einer Decimalzahl ist, die 0 vor dem Comma, dann 999 Stellen mit 9 be- 


setzt und endlich 300078 als Decimalstellen hat. Endlich hat die Reihe 
“= _ 0 | u wu 256 768 
riiritrtrtri ti 

die Zahl 17 zur Summe. 


Fürth ım August 1847. 


3. < 7 
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. 


Ueber die Gleichgewichts - Lagen eines mit 
seiner ganzen Grundfläche in eine Flüssigkeit 
setauchten graden dreiseitigen Prisma’s. 


(Von Herrn A. v. Dawidof in Moskau.) 


k 
Bin fast in allen Schriften über Hydrostatik gebräuchliches Beispiel für die 
Ermittlung der Gleichgewichts-Lagen schwimmender Körper ist ein grades 
dreiseitiges Prisma, welches so schwimmt, dass seine Kanten horizontal lie- 
gen. Dies sind aber nicht die einzigen Gleichgewichts - Lagen: das Prisma 
kann sich auch in schiefen Lagen in einer Flüssigkeit aufrecht erhalten. Wir 
wollen hier die verschiedenen Gleichgewichts-Lagen eines schwimmenden Pris- 
mas suchen, in welchen dasselbe mit seiner ganzen Grundfläche in eine Flüs- 


sigkeit getaucht ist. 


Das Gewicht des Prisma’s sei p, das durch dasselbe verdrängte Volu- 
men Flüssigkeit e und das Gewicht eines der Einheit gleichen Volumens der- 
selben Flüssigkeit g, so muss für jede Gleichgewichts-Lage p=e.g oder 


p ® . . y . . ö 
e= — sein. Die andere Bedingung des Gleichgewichts besteht darin, dass 


die Linie, welche den Schwerpunct des schwimmenden Prismas mit dem des 
untergetauchten Theils verbindet, auf der Oberfläche der Flüssigkeit senk- 
recht stehe. 

Man nehme in dem graden dreiseitigen Prisma ABCDEF (Taf. 1. 
Fig. 1.) die obere Grundfläche ABC zur Coordinaten-Ebene der y an, die 
Achse der x in der Richtung der Linie AB, die der y in der Richtung der 
aus dem Puncte Ü auf die Grade AB gefällten Senkrechten, und drücke die 


Graden AC und BC durch die Gleichungen y=Ax+Dundy=A,c+DB aus. 


Es sei ferner z= ax+by+d die Gleichung einer Ebene MNH, die von dem 


























ren 
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Prisma den Theil MNHABC, gleich e, abschneidet; und $,n,& seien die Coordi- 


naten des Schwerpuncts dieses abgeschnittenen Theils: so ıst 


. ve =S/(lax+by+d)oawdy,; vE=/f/ (ax+by+d)xaxdy; 

| em =S/kaxrby+d)ydady, ed = ST: (a@+by+d)’ow0y; 

wo die doppelten Integrale sich auf alle Elemente des Dreiecks ACR beziehen. 
Es ist demnach 


Mowy an): Meraay = (En): Ayoaoı =): 


Vardwoy= sn): Sfaydady=— 5, ’._ 2): SIY day = a 


Stellen wir uns nun vor, dass die Ebene MNH so ihre I Lage ändere, 


dass das abgeschnittene Volumen ımmer dasselbe, also = ev bleibt, so wird 
dessen Schwerpunct eine gewisse Fläche beschreiben, deren Gleichung sıch 
findet, wenn man aus den vier Gleichungen (I.) die Grössen a,b und d eli- 
minirt, 


Man schliesse zunächst aus den drei ersten Gleichungen in (J.) die 
Grösse d aus, so erhält man 


1. e(&—a) = Pa + Ob; en —P) = Qa + Kb, 


wo 


pP aya,ı ai 

=3\7 =) (3+4 BI zu) 55 MT i=5( u“ 2); 
en B=3B ist. 

Um d auch aus der letzten Gleichung in (l.) za eliminiren, differentiire man 

diese Gleichung in Bezug auf a, b, d eh SG; was 


02 = SIkawxrtby+d) (vsdoa+yoab+9d)dxoy 
giebt. Da aber vermöge der ersten drei Gleichungen (1.) 
J/(ad92 +yob+9d)daody—=V; DE—S/(a” da+xy9db+a9d)9x dr: 
m Sf aydaty’9bHy9d)yxoy 
ist, so geht die vorhergehende Gleichung in 


11. 22 = adE + 10m 


über. Nimmt man nun aus den Gleichungen (11.) die Grössen @ und 2, 
nämlıch 





vR (Se) — v9 (n—?) 3) } vP (n—, NV E-—e) 
" "PR=Q° N ’ 


und setzt die Werthe derselben in die Gleichung (III.), so ergiebt sich eine 
Differentialgleichung, deren Integral 


d 


21* 
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IV. 2 WEILE ING 7 SER, + P(n— pP) — 20 (&5—a) (n—P) 


d 


ist; wo noch . constante Grösse y zu suchen ist. 
Die Gleichung (1V.) drückt ein elliptisches Paraboloid aus, da 


Y 1 a4 ® . .. ® 
0° — RP=— 2 362 (Z— —) immer eine negative Grösse ıst. 





Um die Grösse y zu finden, bemerken wir, das &=a, n=ß für a=0 
unddö=%, folglich <=Yy ıst. Es bedeutet demnach y die Entiernung des 
Schwerpunets von der Ebene ABC, wenn die Ebene MNH mit ABC 
parallel ist. Da in diesem Falle die Entfernung dieser beiden Ebenen 
d= - — ee ist, soity= er . 

Mordy PiA-N "> a ja, 

Die Wien 02 = ad& + bdn zeigt, dass die tangirende Ebene in ir- 
gend einem Puncte der Oberfläche (1V.) mit der diesem Puncte entsprechen- 
den schneidenden Ebene z= ax + by + d parallel ist. Fället man also aus 


dem Schwerpuncte des Prismas eine Normale auf die Oberfläche (IV.), so wird 
| 





die Richtung derselben eine der Gleichgewichts-Lagen des Prisma's bestimmen ; 
denn diese Normale steht senkrecht auf der schneidenden Ebene und verbindet 
den Schwerpunct des ganzen Prismas mit dem des abgeschnittenen Theils. 
Es seien a’, y‘, z‘ die Coordinaten des Schwerpuncts des Prismas und 
&,n,2 die des Puncts, in welchem die Normale aus dem Puncte (x’y‘z‘) die 
Oberfläche (IV.) trıfft, so ıst % u A +l(2—:) =0, &—-a’+a (e— 2‘) —=(. 
Schliesst man nun aus diesen beiden Gleichungen und aus den Gleichungen 


(IL.,1V.) die drei Grössen &,n,2 aus, so ergeben sich folgende zwei Gleichungen: 
. \ 20a +2Rb+20(a— a) + Pa’b+Rö’+2Q0ab’+20(y—2‘)b=0, 
ı2Pa+20+2:(?—y)+Pa’+ Rab’ +20 +2 (y—z')a=0, 


welche, zusammen mit der Gleichung 


B’/1 1 B’/1 l 
— den. Me. . Sins > du u— ı 2 ,— db 
rn (= p)° +7\7 za) + BD (- 1, - d, 
die drei Grössen a, ce und d bestimmen. 


Besteht das Prisma aus einer homogenen Masse, oder fällt der Schwer- 


punet desselben mit dem seines Volumens zusammen, so it a =a, y = 





und die Gleichungen (V.) gehen in 
20a + 2Pb + Pa’b + Ri? + 20ab? + 2e(y—z)b=0 und 
2Pa +20 + Pa’ + Rail? + 20a + Z(y—z'))a=V0 


über, die auch ın der Form 
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(P-K)d+OV—- a) =0; Z(y—z)a + (Pa+Ol)(l-+a’+Ll) = 0 
ausgedrückt werden können. Sie geben für @ und Ö fünf Systeme von Wer- 
then; folglich kann ein Prisma nur fünf Gleichgewichts- Lagen haben, in 
welchen seine ganze Grundfläche sich in der Flüssigkeit befindet. Eine der 
Lagen entspricht «= 0 und 4 =; die übrigen vier sind nicht immer mög- 
lich, oder nicht immer der Aufgabe angemessen. 

Ist die Grundfläche des Prisma’s ein gleichschenkliges Dreieck, so ist 


A= A, und 


Dun Sue Beni n 
64 N = 194° Y—3P' 
Setzt man e gleich dem pten Theil des Volumens des ganzen Prismas, so ist 
3 =. 
e=p.7.L, wo L die Höhe des Prismas bezeichnet. Die fünf Systeme von 


Fe für @ und 5 sind dann: 


a=0b=V; == Rn) a=0,=— ,] (pa): ; 


LA fs. B? 
b=0, a=—=y (3pa- -D) - Pf: 7); b=V),a=-7 (3P(1-p) 4) 
Ist die Grundfläche des Prismas ein rechtwinkliges Dreieck und A=%, 


so sind die Werthe für a und 5 folgende: 


a—=V, b=0; a=b=z) (a-p-Z ;); nn re 


B° 
a=—b=—}] (pay) — 15); u=—b=: 2) (6p: 1—pP)—57 
Moscau ım August 1847. 
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nl. 


Untersuchungen über die analytischen Facultäten. 


(Von dem Herrn Prof. Oettinger zu Freyburg im Br.) 


(Fortsetzung der No, 1., 7., 11. und 17., Bd. 33. und No. 3., Bd. 35.) 


. 42. 


Ip) 


| die Ausdrücke im vorigen Paragraphen führen, in Verbindung mit den 


weiter oben gefundenen Resultaten, leicht zu weitern Anwendungen. Setzt man 


| n 
(5. 5.41.) p+ig statt p und — Hr statt n, so erhält man folgende allge- 


ıneine Uebergangs - Gleichung 


1 an m 7 fartr-1 
1. Sarmiaagttae= Min 
sr Part 





° Aranym } 
-/(" Be Eau 
am ” HL + tn 
Setzt man in (1. $. 38.) — n statt n und = —, so ergiebt sich 


n 


ER FR ne (m—n)""(n+m)'” _- Ih „Zı 
Sara Fr EN. ag 
0 (n+-tm)m' 
Setzt man nun die nämlichen Werthe in (1.), so erhält man hieraus 
und aus (21. S. 26.) folgende Formel: 


3 n 


, 2 nk ır+r—1 5. gn—l ‚m ni to 3 
n+-/m— 5 -+ A - ÖOX (x ) ” ( x 
2. / T rn (1 u & ) m 9x en / u ——————— 0 
“ 0 f 


en) ( l+.ı” yr+/tl z\ +2) mt 


_ (m—n)""” (m-+-n)""” n st 
m mttm "(n+tm)m ’ . 
sın —rı 
m 
Für {=r ıst hieraus 
n 
1  Mitice.. ET mn a. 
>) n+/m-—-1, 1 BED, ey. a u -f® 
+ R A \ . OX — ö Zr e- 
2 2 
N R n . n ST 
== (1 — —;) (2° — -; “tr. (’— “ 12 ee 
m m (n+tm)m ' 
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ie p n ’ | 
Wird in (17. 9.38.) —n statt n und GT m geselzt, so ergiebt sich aul 


dieselbe Weise wie vorhin: 








4 S art/m—1 x =’ Ir er ‚x Ir 
2. n Sun, artumtl)r+l 1 gg t—r+1 = / ei Bu j 2 
u (i—:x”) m tr ' ( +) A a rIm+l («”—1) ım + 
wi 1y (m+-n)‘"" m r n | nn 
m" jr mt. 1 11 ’ (n+tm)m ; . n ’ 
sın — 7 
Mm 


Für {=r wird hieraus 


ö ri ag 2 7 
5 E” Or __ O% =-/- IX NL, m 1, 
"4, Jo artmtlH]E”) N LEW BE" 
" Aa”) m (x m —]) IT MmSın ST 
Mm 


Wird in (22. 9.38.) —n und 7 = — gesetzt, so findet sich, in Rücksicht 


auf (1. in diesem Paragraph): 





‚1 n 2 y—Uur(r41)n—1 1 ” am "m . 
6 fa ‚n—tm—1 (1-— a”)” mt’ u gr | u+r(r+1)r OX if (2 =) X 
‚7 L — r (i-F-.2”)"’t1 1 grner- +1 
ST) (m —n)"!" m’ 1 BR. 
r m (m nm Um". n 
sin — 7 
m 
Für 2{=r wird hieraus 
y n £; 
1 © „mitH—1 Am 2 fan ı m' a, 
7 / ye tm—1 (1 _ıy® P Han =, a" + IX a / (2”—1) OX 
0 zu ART We Tag au J; x 
=(-1) — 
msin—- 
m 
Aus (8. $. 39. und 1. hier) ergiebt sich: 
ng, 2 
ie) PP ha Ta dx 
‚Prt9— m Anm I 7 — —- ei70 
8. ee a ga f ar 
he ' 
= (ara et 
0 0 a Kr 
+7 
on pP, 
> OX l L 
zgprt1 egengie — — - 
u; (1— arm of —T Ang ER = (—1/ ng Pu p i 
2" (cI-1) ? P+Hlg+ +7 g.sin = 
1 


Diese Gleichung ist um so merkwürdiger, da n, m, r und { ganz will- 


kürlich sind. Je grösser Z2, und r wird, desto mehr nähert sich der Werth 


des Doppel-Integrals der 0. Aus (11. $. 39. und 1. hier) findet sich 
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P+t1+ & er 











1 
9, F aPpr- '1— PR af wm - Or 

) >. 

(1—:r7) m 
1 n o 2 — = p—1 Ir 
=/ art (1 —ar)mt def — 

u ) 0 E.4 
(1-+2°) 7 vr 
us d) 
— -f art (1 — Pt dx f DIEREE ... (1) De u. 
PH A=t (P+g)(p+tg+ 4+g7) msin — 


Auf die nämliche Weise folgt aus (13. $. 39.): 


' n+rm4 ur 7 +m—1 ) 
F ie uN\ u 7 OT 
10. / art (L—a)mt O0 / AS Achte <- 
«/N 0 —-/ 


en 


1 rt: —1 ( de ” T 7 Or 
nn / ac! 7 (1 — x) m or / ie EEE z a 
« ) Bi n 
( 0 (l-H2”) = +r+1 


5 Ze r g OÖ: 1 U 
= /, ar (l—am tan — ee — 
«ı/D 
zrtrmH+l (2 1) nn Nn+rM-+ "E 1tm Q sin P ST 
q q 





Auf gleiche Weise ergiebt sich (15. $. 39.): 


mp 
n+rn+ — +/m—1 
1 g 


a n 
— f T z 
11. / art ı—: u)m* def ne - 
uo0 0 —+r 
(1—.ı2”") m 


n i , Zr r)—n—1 Or 
= it te 
0 0 








- ++ 
(A—-.”) E 
3 + 

1 1”— m Ir 
— ap+!T- '1— ) m „tr x J, “A — 

vo  m+1 

x 1 
(n-+rm) sc 





= (- 17 -—— I — 
(p-+Htg) (n+rm-+ . + in msin —n 


In (8. bıs 11.) kann beliebig — t statt £ und — r statt r gesetzt wer- 


den. Dieses giebt folgende Ausdrücke: 
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ng 
pv— ty+ _ +r9—1 
m 


) Rn, F 
12. fa ‚Pttq —] (1— ax") m Ir. / a — 
Jo ./o / ! 


Or 





(1—.ır?) 7 

1 n ‚@ at -r—1Ar 

fra 

, Jo I 44 
( Bun N) m 

n ” Ar 
— Te ae 1— m +7. r PER ER. “ a 1 \/ 1 GT 
ar ( arm OX . n p — | ) . R 
. 0 1 = +ry 7 1 —. I (—tig+ ng won a n 5 
N LI ( a N 
7 ( ) I 1 Mm 1 1 m 
1 n 1 r+’/4+ 7 gr—l ) 
r: +17 — ar en Or 
13, / af ur 'A — a?) "ow./ me ee — 
Ye Jo EA 

(1-aN)” 

yn 
‚1 n = 1 = 71+r) Eu dr 

are / art 1 (] — a)" of BERER z 

Jo Jo Pr 

(+2)? 
| n „« 2) ’ “ 4 ai 
an / art ( l aa x") = 2, 2 7, u 5 VO. == 3 ( ) (n rm ) | 7 
j 27 ( | ng | n 
zpt/ıtl(z _1)# (P+tg) (p+tgH+—" —rg) msin— 
Mm m 


u. SS W. 


Die hier entwickelten Gleichungen sınd sehr allgemein. Specielle Fille 


ergeben sich leicht. So ist aus (8.), wenn Z und r in 0 übergeht: 


ni 
P+-1 
zn 


„1 cz Or 1 n x 2? p 
14. ri: ar (la )m u WA SERIEN. = == ap! (1—.x’) z O0 / Ri 
3 ’/o i 
( 1—r?) 7 (1—ı' ) zra 


n 


I n ’) 
Nm; or Mm .ST 
=/ ar '1—a X’ m dx. / ET — 
0 =. 4 pP 


2 (1)? (pm+ng)gsin — 


Für — n statt n ergiebt sıch hieraus: 


n q 





P— 1, 2 i 
- ı aP-!0r 5 “ ı 2182 ” IA dr 
13. J, Zn n / WOHSNteraEeen =/ . - / j —— 
.’o0 er < 0 —n # 0 _ +1 
(1—ı?) " (1—.r7) 4 (1-7) ” (AIer) m 
n 
Ir 7m "Or Ei M,ST 
4 — 2:0 TEEN . R J ® 
Jo —+1 FR: . 
— 7) m ‘ M—NI)g.SıIn — st 
"a zo) m —]) 7 (pm—ng)q q 


Für r=—1 und ?=0 folgt aus (12.): 
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"DD 
to 
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’+ —03—] 
» u a | ( — —] ‚1 R m i Or 1 p—1 P ei n I x Zaun 0x 
16. A / Rn (] —.ı”) u 0X. Bu = =/ Mi (1.1?) m or) aa n 
(=ar) ? (1+27)” 
—. ” or MIT 
== f (lo. 02 / .. Tu — — "real 
gr Ye 1) Au (pm+ng—ng)g.sin = st 
Für n=0 ergiebi sıch hieraus 
17 ar-1dz FlaPT19r IgP19r 5” pl 
r 1 al elf ran 
Jo l-ecı A 7 0 1I—ı1 | 0 
— T / [4 
rıı Na Or 7 
N ee 


+1 oh 
An q D—=-A)qASıNn —7T 
(2’—1) (P-Nq en 
u. s. w. Die Ableitungen lassen sich beliebig fortsetzen, Setzt man in (14. 


. \ N .. 
und 15.) „= !, so erhält man 


1 | 1grt 7-1 Or ön er © 29-r 1 Ox 
18. / a'ya-ar)de./ —— fh dr. ya) /, Yazsı)) 
(1-21) 
! De 
= f vrdr] (1 u \f a It du; 27 — 


U 


E ) 
V(a')(a!—1) ? (2p-+g)gsin ° sc 


. I rr=l rt A zP-ig I rp-1) Or 
19. P AN Lutze nn (Ne. [: ken 
| (r' )\(Al—ı m 
L ap 0a Le OrV (x?) BER 21 — 
ER Yel—ır) a. e- Fa 
V((@’—1)Pt7) (2p—g)gsn—r 
1 
Setzt man ın (12.) { -—=—3,1=0,r=ß(, so erhält man 
(1-2?) O 2 Ir" "da ı(1-a?)” O8 N a?0x 
») = u - — Ben — 1 - — —— 
UV. 2: r? / | (1—.ı?) nf x? J, 3 ri 
(1—.ı?) 
-/=7 KL; h Bi BR '0 5 w 
=; ı 2 ap J . n i 
‚m ” 2 (2n—m) sin —rı 
V(a?—1) (2n—m) s Zr 


Ven den in diesem Se sefundenen Gleichungen hat Plana 
(S. d. Journ. 17ter Bd. Seite 202.) den besondern Fall yon (19.) 


1 ip] Or © a9 r—-1 Ox MIT 

. ) 
(2p—-49) 9,51 R 4 sc 
7 


JS, van J, Vie) 
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zıemlich mühevoll entwickelt. Legendre hat denselben (Exerc. de calc. int. 


T. I. pag. 234.) angegeben. 











$. 43. 
Die in (45. $. 41.) aufgestellten Formeln lassen noch weiter mancher- 
lei Anwendungen zu. Setzt man nämlich Je > rs == -.0=1 
ie . " F m?’ pr” CR Auadın, 
so ıst mit Rücksicht auf (23. $. 26.): 
n 
o - Zu 
5 n n In n en m ) 
= Zu — ale - — +1 A va 
1. h, amt A—a)m or = f am I)—r) " _ Pe m 
/o0 i ?) 0 Jo ( ) Jo (1-+.x2)° 
e. e +1, e.) t 
Ben =/ gm md "@a-) ”" 9a __ypf IX __ n(m—n) st 
(14.0)? =/ u =/ PR Sa 5 7° Br a 
o (+ x) 1 22h" FE. AR 
m 
n n 
Fü ya u zn een — S C PT . 26. 
ir 7 „rt =l,g9=23n=-- ist nach (25. $. 26.) 
IR ER n 
r Id-a)"”" 9x len da _yp Ox fe "dr 
2. / n = f “ ur =/ Di Cr L_ 
Jo he Jo ’ u 0 A +r)° 
am (1—x)” (A1—-ı)’ x” 
i +1 
a. F Or 7 (Zum pw? 0x _ n(n+-m) sc 
re h n =/ 2? wir 7 sin? 
3(„_In% sin—ız 
x” (r—1) 2 


u. s. w. Eben so ergiebt sich, mit Rücksicht auf die Formeln in ($. 29.), 
wenn in (45. $. 41.) die erforderlichen Werthe eingeführt werden: 


1 n = I ‚1 u N r Ir 
3. / wm i } — r) m + OL — / SE „ra a aymt ar — / 2 : h E 
ze) Jo . i 


n n n 














u. er ne 
"m dx ” (—1)r 9% (a1) n Or 
Jo (A+.)Jrtt2 =/ arttt2 == 0 er+ttt2 
(mn) (m—n)"!” n st 
au; mtim gi, : 
sın — 77 
mM 
n 
e. ni 4 
4 S® va \ ar 11-2)?  * E Ir 
LE, agm — tr m Be—=/ — —— Zr Er —— 
2 0 „ar Jo (l+r)+ Fa 5, 


ur (2) r+2 
Ba / B Ja "or a m "Os ie v NT 
7 ’ =/ "— — (— 1)' n’ my - te 1 r+1il n 4 n. ’ 


msin —rı 
m 


>} % 
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n n 
I 1 


-.’ ss 
s ar | Yu Adi... x "= Ds 
), (ar rm Aa)? m da [a 2 A—e)ym ar I& 4a) af (ar 


r—[+?2 


n n 


x (n —+r 
Br. . (x—] ) m Or G Be ) m Or na (m—n)' mm nr 
- [fen y ER 


Jı gr—tr2 mi m m! 1-1 R® 


cs 
m sin —t 
m 
j n ' n 1 
Setzt man p= ri De 5 ED und /Z+r stattr, r+1 statt gG; 


so wird mit Rücksicht auf (33. $. 27.) 


n 
1} 
l 


Spt 4 ht ht Et 
6. J u (l-.r) m dr fa A —r)" DE zu ‘ (pa)? 


nn n n 
a h tr 


uf! (2—1) var 0x ef: ” (a1) m? Or 





L 
N x 1 
fi (1+-a)+H+2 , PORerU2 


_ (3m+2n)'”"(m—2n)"?" 2n-Hm 7 


gr +1+2 


(2myrt ya 2m n 
cos —rı 
m 
uf ' n n 
Aus (45. S. 41. ergiebt sich, wenn P=n+ I,n=— > —), r=—t-+l, 


=r-+ 1 gesetzt wird, nach (39. $. 2 3:3: 





+3 
n r 1 n m u )y 
= t1.2 - — „Ur © -— 44 4- .. 0a 
/ / rm 2. Er m “ ef EC m Be. mn 2 KA 2 
Jo \ ) Jo ( Jr \ o (l+x)"- -1+2 
».-- Ih - rat 
fa ei nes el (dr 
in 0 (l+2)' i Bin ande u 2 
Aal (m—2n)" (2m) 2n+m) rt 
— (2m)" (2nmyt—m Hr" . n 
AMCOS — TI 
Mm 
— +41 

l n n l l m # 

, Hirt Zu -i-r re — +l-r R — +14 \ Ir 
N rm rat l—r mn = Ya fa 2 En a 9 Th 

4 ( ) : oO ( u gr =; )er+2 
n „ir n +40 n Lr 
es. or Gb) = Or 
a 
BER (3m+2n)' ?” (2m)" (m+-2n) rt 


(m+2n)”! u © 30 al n 
( 2MmCcoOs —ı 
m 


Wird in (4.,5.,7. und 8.) =! gesetzt, so erhält man aus (7. und 4.), mit 


Rücksicht auf (40. $. 27. 
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n 1 2 . nd +t 2 er n 1} » Mi. 
pm Or "gm Or a m 
9 -! ———— 
BJ, et), I, "Si (I 
L - -31 o L - +4-t D \ + 
BE (1) " " 9x Or =f ” (a1)" "Or (zu )” 
=/ zo S a: Rn Zerten): J 
x (2—1)” 
(2i —]) m—2n n 
_ -t: — 1. 
2 (n-+tm) lang m 
Eben so giebt (7., 5. und 39. $. 27.) 
ET ri. Rrr 
Er Zu Or A ÖX x 
10 / — Fi „a 2 
Jo (dya) '), (lfm) J, re 0 (4) 

r hi Hl} Be — — 
4 ge hi Or en” Or en m 7 0x ff a rn Jr 
a x” Zi T pr ua Ä SI =’ 

(2:—1)m—2n n 
Be na 7% ze ’T 
2 (n-+tim) > m 


Aus (8. und 5.) folgt für 2=[r, wenn (38. S. 


27.) berücksichtigt wird: 


+41 a ne BR: 
"x ox ei dr 7 gm 0a 
11. = Ä — ey 
S: (l+r)? J. (l+2)? =/,’ gr, J, (A+r) 
—+l+t 2 — = - —.- „ZH 
I f (-—1)” z Or l [ ö (-—1 ) m Ox FR. [ (—1 ws ji, Or 2 x Ki Or 

= ui & u ” 3 Auer 

(2t+1 1) m+2n n 
u u 

2(ltm—n). tang m 


Aus (8. und 4.) erhält man nach (37 


12. 


N s—1)" 
=/ “ 2” 


$. 27.): 





: +14 N u. ».- u = ae 
A zz” 70€ \ / 2" Or = / 2 mt Di [ A ÖORx 
Jo (142)? Jo (14.1)? Jo (1+.r)? Jo d+n)? 
2.4144 u eh, a a 
i (a—1)” It "(a—-l) ” ° 9a 4 O4 
J. r? u; r? Por / nn 
7? (r— 1)" 
(22+1) m-+?2n n 
u VER BEL FR 
2 (n-+tm) 08 


Specielle Fälle ergeben sich hieraus leicht. 


mr und tel, r = 


So ıst aus (6. und 7.), für 
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BR N, . ® i 
13 / I gm or aa" “Oo "= /! gm Ya, =/ or 
we re } er o ATI +4 
(i—.r ) zm (1+1)?r m 
— ME Zn 
.i f («—1)" "Or __ / "aD m "Or __ 2n-+m sc 
'oE a? u / ı? 2m u 
0S — 
m 
n 1 n je | u i 
14 f am "dr PER! "Ox [ m "ox ur Or 
Jo 23  #e — +1 So (Ar) Jo 2 — +} 
(Al—.r)"” a zm (1-+.r) mn 
a. 1 


m 





"or / —f! P—E m Zu RISEERR... 


“(aD 
=/ ’ 























5 N 
c0S — 77 
m 
Für /=r=1 erhält man aus (7.): 
n I 
l Mn | ’ Tr" 29 T 
15. J. x % lI—r Ham rv m l_: Yym 49r -/[ : 
"de | Haar , amt 
ht u PR y 
rm Or De „w (r—1)” Ir - (—1) m dr ” m—2n 7 
l+2)? =/ ” =/ Er 1 uote.) 
En . cos —ıı 
u. s. w. Aus (12.) findet sich für 2=0: 
4 +1 ui £ 
16 [ rm "Or f zw dr ar or / = Or 
). —-:Il ——, =l ——- :| —— 
’/o0 (1-+.r)? Jo (1+.r)? Jo £ = 1 0 _ 2 > 
Apjam tt "° Amar 
u 1.1 
" (a—D)” Or ” (a—1)"” Or 5 Or “ Or 
— / ‚2 [ " UEEEE = TE. 8 ul on 
Äd ri 1 = e u 1 1 q 
z(s—N” ° ? (c—1)” 
m+-2n N _ 
— ee Dr 7 
Zn NO m 
Aus (14. und $. 41., 18. und 19.) ergiebt sich 
n _! n 2 = 
17 [ gm "Or 4 a 19, Ör r [ Or 
d is y 5 : Fi m — n as Zisee uin u eu n 
Jo (Ayr) # l-+.r if = Er Jo 
ar (1-+.r)? (1+.r) y” 
rl IR. Zap, 
_ [a-b” "dr fg” (a-D" 9% £: „AR u....; 
Ri 1 e f, 2 wor 1 + n 


n 


=> tan Er u 8 W. 
oO m 
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un 


Aus (1. $. 38.) findet man, wenn 
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n p N 


-— — ! und — = — oesetzt wird: 
s m DO 


m 
»ia 11. —lı 
«R 2 fm r+f > 
1 ‚n-+tm—1 1 „m -jtr 9 a -; “(m+n) (Zm)“* 1 e 1 1 Br 
: L Ga ) d t r+1|2rmn f 2 n ” 
Fi "m (m+2 2n) "n-+im ” 
+0 » . .. 5 . n ) n 
Wird ferner in der nämlichen Gleichung =—1, ri =— —,1=q'1=S 
gesetzt, so erhält man 
ur g!r l 1 1 ” u 
. [rin Beaman 1 _ 1m 
nA s ' 2 ‚m! (m—2n)' +1 2m —n+qm 1 1 
m i 


Durch Verbindung von (1. und 2.) ergiebt sich in Rücksicht auf die Glei- 


chungen in ($. 26. und 27.): 


»1 u 
4 / grtm—1 (1 oz Fo Kai or / a ram-1 (1 
« 0 ; v 


FE; 2 .1°?(m+n) )’'m (m— —n)” (Zm)++HrH 








2 + m +1 (m +2n)" +2” (m—2n)t 2" 


—— 


Wird in (17. $. 38.) — —}, 


M 


— 
-— 


I=q 


denen Resultate mit einander verbunden, 





p n . 
= — und ferner — 
q m m 


— "39, 


1 NT 
 (n-+tm) (gqm—n) 





n 
mtang — 7 
m 


” Wr ABER... 
= —;,, m—_ ’ 


a q mM 


s ın derselben lc gesetzt und werden die hieraus entstan- 


so ergiebt sıch 








1 Al m—"+Hym—1Ar 
er x / O4 
A. [ aA — ec”) 3 or / A Dr 
+0 Jo (1—.r”"): s 
=. ( DEE Mn 2 —n)! ın „2+ (2m)!+ el] 1} art 
u m'+? 17'212 (m+2n)' "2m (m—2n)' er * (n+-tm)(qm—n) n 
mlang — 
m 
It Z/=rund 9=s, so entsteht hieraus 


I. 


J (1—.ı")3+! 


(m+n)“ Mn. nn)? m „ur +5 


[ rttm— 1 or 
[ 


Be ra) rt 
(1 x”) tg 


’ nr 





f\ 





= (1X 


-—— 
. — 


Wird in (22. $. 38.) — =—1 


I=q, 


der Resultate: 


2 n 


r er und ferner m: 


m-+-tm) (qm—n n 
PN miang —# 
7 


n p N 


q m ” 


> 


— s ın derselben Gleichung gesetzt, so ergiebt sich durch Verbindung 
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‚1 


6. / Fr 1.) rön [ 
« 0 « 


0 zPtım- I (I—ımy2t$ 


1 Or 





_p N u OBER 1 NT 
BER (er ) Ir4 n’ m ml m (m4-2n)" 2? (m—2n)' 1 Im *® (n—tm) (-n—qm) . N . 
milang —ı 
m 
Fürt=r,g9g=s geht (6.) ın 


1 ‚1 r 
-/m- -1ıto 07 
1. (many or [ aa 
’/V0 Jo r" Han+l(]— re" 31tgq 
j ya 1.12 112 144 
2 (mn) mnlm 


n 
mlang —ı 
m 


ST 





p N 
und — = — 
q N 


. and n i 
über. Setzt man in (2. 9.38.) — =! , so erhält man hieraus 


m 
und aus (2. ın diesem Paragraph ): 


l 
r m -!+tr i RBIR ER Een -—I+5. 
n / ‚r” +/m—]1 I — X > or [ x n+ym 1 1 Pa a” 3 Or 
“ u ( ) pi 0 ( ) 
3"2, 1°? (m+n)‘" (m—n)‘'” (2m)+tH9+° 1 NT 
— 7, 


Hm (3m +2n) m (mn)rr m" (nrtm\lomn) om 
’ i (m+2n)tang — 7 


9 


r u ) z ) n 

u. s. w. Setzt man nun ın (1. S. 38.) Eu ! und ferner - —ı _ 7, statt 
4 „ 

n 


—,1=g, r=s in der nämlichen Gleichung und verbindet die Resultate, 


so ergiebt sıch 


Mi n £ a n J 
24 IN I 9, ye — tt _ 
g, / a (1l—a)” or [ all —a”) ” 98 
“ 0 /0 i 


32,372: (m+n)"" (m—n)‘” (2m) ++ l nm st 
m + 2/4 (3m+2n)" +?" (3m—2n)?* " " (122) (14+29) " m’—4An? 


tano e 
ana —ır 
> m 








x p p n n 
setz! - 1.8.38.) — =! > —— — 1 _— st — FF 
Setzt man ın (1. $. 38.) . ‘ und ferner 2 m statt nd / 
und r = s ın derselben Gleichung, so erhält man 
. n : ar n A 
7 z a = —- tr 999 — —- S_ 
10. / a” (1—a”) 00 | art (l—a? ” 9x 
« 0 « 0 
32, 127? (m+n)"” (m—n)‘" (AmyttHrH 1 n 7 
—. — — , —  — ,— - 
2/1 m’ (3m+2n)"*"" (m—2n)i+ "= " (14-22) (29—1) M+2n 


n 
tang —ıı 
M 


Man sieht hieraus, dass sich diese Entwicklungen beliebig fortsetzen 


lassen; die dann um so allgemeiner sind, da die Grössen t,r,gq und s von 


einander nicht abhangen und beliebig positiv oder negativ genommen werden 
können. Specielle Fälle lassen sich leicht ableiten. 
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Wir kehren nun zu der unentwickelten Gleichung (1. 3. 38.) zurück. 


Aus ihr und aus ($. 8. $. 41.) ergiebt sich folgender Ausdruck: 


n E 1 f n 
11. S: ra —aN)mt dx J arte] _ a9) td 
0 


6. 2 Etat 1 BR Sum WERD . +r JS + 


ud ze" x f x# ” 1)” "O8 2” a—1)e "dx 
— he; n So Bar 2 f =/ yn / u uf — 
Jo Be pP +/+1 0 — tw} — E pktl 0 Jartptich 0 tuwt/tkut 
( 1-+x7) m y (1-+x u ) gm 1 28 r + 


Zu Zu ee ae 
l Brig * .13 


ehr)" Er an 1: Er Lo | 


Die in diese Gleichung aufgenommenen, unter sich verschiedenen Grössen 


sınd unabhängıg von einander und können also willkürlich angenommen werden. 





Diese Eigenschaft macht die vorstehende Gleichung durch Annahme zweck- 
mässiger Werthe besonders zu Anwendungen tauglich. Setztman /=r=k=w=0 
n A A. nf 











1 . ) . . 
und — — — —_— m —, oo - — = —:. 50 erg sIc 
! z 27 ir +5 ;, so ergiebt sich 
114 14 24 = —|1 
u _! _1 u u u Te BES 
n—1 —— RAY —na—l1/(1__ „m\"?o N En a r 
J. aa”) of, a 1— x”) ’9a 2: 2,5% 
1 < 1 m - 
Werden die Gleichungen (21. $. 26., 3. $. 27. und 26. $. 13.) berüchsichtigt, 
folgt 
12 {2 Or I ag" 0a "Vler”)or __ T 
r 0 zen. £; 2 yel— am) o Vli—a”) Jı zVYla”—l) N" 
nmtang —r 
m 
.. p 1 h h 
Auf gleiche Art erhält man für r=! = k=0 Te 
f n 
— —=— — aus (11) 
g 
n Rt 2n 
(1? yn dr Or _. pA-ıM)"r dr ,„” "dr 
13. / j zer n na v Pie“ vu R n 
« 0 ” « 0 = Payaik 
a? (1—.ı?) m (?—1)” 
n 2n 
” (2 17” m Or z" or NT 
nl = ’ _Dm  mtang = 
m »2__1I\ 2 fi us, 
5 (2?’—1) e. 
n p n f h n 
er PR — nn m — —— 1 u BEE ae ae 
Für iter=0o=0, k=l, ss erh.n =: ‚Führe = 


findet sich aus (11.): 
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1 gr-19r l pm—n—-1%r a em—n—1)r » V(x”) Or 
0 


14.) vazım I, Va) ” Vie") Jı art! Yan) 
271 


m (m — 2n)tang = sc 


Diese Gleichung folgt auch aus (3.), won g=l,r=s=:=0. Ist unter 


= a . LET ‘ N 
den nämlichen Bedingungen, welche für (13.) angenommen wurden, a 


so giebt (1 1.) - 


’ 


[81 


| 1 zn—n—1 or l pm—n—1 Or IR V(z"—1 ) Or 
m n—] ) i nz „7 — ” . - we‘ = en Ara 
15. / A oa ] (1 A Y; y (l—r”) J y(l—-r”) 0 gti Y(2”) 


« 0 
2r 





u n 
(m+2n) (m—2n)tang Br 
m 


Wird unter den nämlichen Bedingungen auch = =; gesetzt, so erhält man 


aus (11,) 
i 1 


16. / a day(l—a”)/ a d2y(l—a”) 


[= 0 


e m—n—] } m ne V(2”—1)Or Amr 
=/ ui 9x] (1. I, art Ya") u 2 zZ n u 
(m’— An?) (m—2n) tang — 7 
m 
p a. ee a ; n 
Wiridk=zwvw=er =0, - =), 3, — =— — oesetzt, so ergiebt sıch 
7 8 m > 
aus (11.) 
ın 
| M n 1 Or 3 i n ” V(az?”)or 
1. Same af E 
vo ei al 0 J]1 012% a 
(1—r ) rT (z —]) 
nm n 
m n 
tang — ıı 
” m 
Diese Gleichung erhält man aus (9.), ww i=gyg=er=s=ß ıst. Setzt 
p N n Äh n f 2 
> . | — — statt —, — = — — en z t=r=-tk=e—=0( 
man endlich q TE m m’ u m’ r 53 ( A 
so ıst aus (11.): 
' 1 Or I ar-19r / dr 1 V(2”)dr sc 
I: ” Jo Vel—e"r) Jo „— Jo E*V(e”—l) 9m) tan” 
(1-23) m (1—ı”) ” (m— n) 9 


u.s. w. Diese Rechnungen lassen sich nach Belieben weiter fortsetzen. 


Andere hieher gehörige Ausdrücke kann man aus (45. $. 41.) ableiten. 
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.. . . . . p n 
Setzt man nämlich in dieser Gleichung zuerst p = q’ n = =, m ,y=r: 
) h n hi; 
dann = —-,2 = ,:=%k und r=w und verbindet die Resultate mit 
q u m g 


einander, so erhält man 


: +-1 ER 2 R.. +4i—1 FL +w—1 
19. JS x 4 (1—.ı)” ow./, zz“ (1— a); 9x 





m - +-1 +— Ar 
OR R 1, or 
fl KL 2" Le 11 e dx ”(z—1) “ Ox 
Tee 
Dy 44 Lyric Et ue Fa +L 440 
POER. m " d+ a) ® 1 m" zung 
p n re f 
Eu-m „en +-ıı „I ul 
1, 1” ‚lu ‚1: 
- u 4 H+o-ılı 
1 q m 1 u g 
Aus dieser Gleichung ergeben sich mancherlei andere. Führt man 
. . p l h PER l k PORERNR S JE EL Be 2 
nämlıch „—=,1= Bd, r=®, „= be m w=V0 ei, 


so erhält man aus (19.): 


n 


n 


u: i 

ı(l—r2)" 9x pr} Or Il)” Ox ff x" dx 
+) u EEE erreee —_— — - ————— = 
20. JS yr R; n + =/ yx » V(x (c— | )) 





(l—.r)" ‚Vx 
-/ Vedr we. 
0 d-aym Hg, ı Vix a—)) lang" 
i l ) f n 
für „=-ıg=-hrel 5 =— 2, 0=h,t=k=0 erhält man 
1a" 9x Alla)” 9x ” a Va) dx 
u u a 
1 . V(a® V(a*) (A. 
0 (x) d- 2y® = Yla®) 0 ı Ve ) 
_ far = FI VOMT 6 Wi 
Jo 8/1 — > r un 
(1x) ”" V(x ) gm y(l—x) mia g .- 
Zi h L E . E4 == rm = Pen 2 
Für ur Biere she w=(0 erhält man 
I n _ n 
Pr 2 l-a)m aa dr Or sp, Br eu 
22. S: Ve ) ge 4 ef, '? Jı Vle(@a—)) 
Yıll-r)” 
m 
=—- 7 . 
lang — ıı 
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Endlich kann man auch Ausdrücke aus den verschiedenen Formen der 
Integrale ableiten. So ıst z. B. 





in n _2n 
(1—r)” 0a 1 0a I1l_r)” Ox pr ze” Oa 
) ne Pi. = — . > 
23 / V* /, Re- J, Vx / 
(1-2?) ” ( 1)” 
zn f 0a f» Or a ch 
uf AR 2 TE SR m—?2n ' n 
(1—r?) ... x”) (x (z—1)) tang . st 


u. s. w. Von den hieher gehörigen Ausdrücken ıst No. 12, von Plana (siehe 
dieses Journ. 17ter Bd. Seite 173.) auf ziemlich mühevolle Weise entwickelt 
worden. Legendre hat den Ausdruck (Exerc. d. calc. integr. T. I. Pg. 232.) 
gegeben. 
$. 45. 
Der besondere Fall (3. $. 33.) giebt, wenn g=2 ıst: 
1 __ Brit jr1 
‚p-] a nr 
! a a?)" da 
1 J (A ) Be" pptRlt 


Je nachdem nun p eine gerade oder ungerade Zahl ist, erhält man folgende 
zwei Ausdrücke: 


N lv ıyrlı 
a. [.: (R u ; Ox == us "7? 1r+rll 
]> 127 In 2 
3. je cp (1—.a? OR mi a Re » 
(2p+1) (2p+1) 
Setzt man = =sina®, so wird 1—a”?=1— sına®= (cos &)' und 


Ier= cos wa. Dadurch gehen die vorstehenden Gleichungen in folgende über: 


1-ı Yrlı ]»\ In 2 
P = aNP—l/fr» „ı2rt1 m de Ze" Seakenakaen 
1. z (sın @)" "(cos 2)" ou Dein” per > 
1 17 l l’ 1 
- \27—-1 +1 | u ie 
>. Br (sin 2)" (cos x)” =2,.lri 
In 1’+1122#'2 
» z .\2P vn g\2r1 An nee. 
©. s A (sın Mi ) (cos 7 ) ( = (2p+1) ]>+r+112 


Hierin können p und n ganze und gebrochene Zahlen sein. Geht p ın 


) ’ .. 
und z ın > über, so erhält man aus (4.): 


Pi —lı 
” p ?n ( 1? q 1 m | 
m > . — —1 - +1 1» 
i» / (sın x) q (cos ) Or II pP n | 
« 0 .- 


p.124° m 


Setzt man 2rn +2 statt p in (4.), so ergiebt sich 
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11, J.ı 


Ir 
a) s . „\2n+1, u VERNE Di ' ı S EEE E  n 
5, J (sın x) (COS x) au Or = 2, au? 


Nun ıst sın © cos @& = sin 2x. Durch Einführung dieses Werthes geht (8.) ın 
« Ä / 
Dan 7 1 l’ l 


1 
HE, 
9. J (ja a PP a 
über. Dieses Integral lässt sich auch so darstellen: 


TC : In KK 1 l’ 1 
10. J (auf ri Hi: 





i 1-+c052r)? 
Setzt man cos m — | a ) so ergiebt sich aus (4.): 
1 1 
.. nt Zr Joritjpll, 
11. 7. (sin @P”"(1+cos2r)"? 9x = age" V2. 
Für n=V ist 
ZT . f Re. v2 
12. / (sın a) Oay(l-++cos2r) = a 
0 
Setzt man 2 =cosz, so ist 1 — a? = sın @? und 9x = — sın x9x und dıe 
Gleichung (1.) geht in 
13. / "" (cos @Y-! (sin art 2 er 
3. cos & sin © a — — 
0 p.rt"' 
oder ın 
14 0 p—1 i 2n+1 o) 1:7’ l gi 
he. (cos r)P—(sın "Or —= zo 


über. Auf diesen Ausdruck lassen sich die obigen Bemerkungen anwenden. 


Legt man die Gleichung 


m ; ‚ 1 ja s 1-- 11. 1>—1]1 
— ‚\n— PER -— Nyon ne 
E} a l—e) 9x =/ an le) or= = ERMT 


zum Grunde und setzt x = sinx, also 1l— .r=cos.” und 9r=2sin cos aO.r, 
so ergiebt sich 

0 RN ei. = Genster 
14a. J (sin 2)?" (cos a)" dw =/, (sin 2)” (cos a) "Or = yyRar- 
Führt man die weiter oben benutzten Werthe ein, so ergeben sich die näm- 
lichen Resultate. Für n =; giebt (14.) 


I p—1l2 2?—1 Ipr—ııl Jp—11 
15 ei - , vi dx — mr — zu, 1 It 
od). 0 sın x u — 172 j?r—11 
u. S. W. 


Sind dıe Grössen p und r Brüche, so lassen sich die Integrale wieder 


i A n | 
durch Kreisfunctionen darstellen. Wird m statt » und — _ statt zz in (4.) 


gesetzt, so erhält man 
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2n 2n 


ir ann „2, 
16. f: (sın @)m (cos 2) war m er ae 


« 


Legt man die Gleichung 


# r>+tHldr 1;° 1 y.! 


Jo rar I zer 


zum Grunde und setzt darin r=tang.r, so ist 1+.@?=secr” und Ir=sec Ar. 
Dies giebt 


— 


Ca Fi 1p!1 1 
17 / "(tanga)Hd2 1" ni 
‘. ET Iintni >= ntR 
e/ 0 (sec z)"+% ».1% u prril2 


Wird 2» und 2» +1 statt p gesetzt, so erhält man 


18 3 (tang e)”"+H9r 1.1 1lı 
pr J (secz)"t? ums 2p.1’t” 1 ? 
19 a7 (tangz)?"+!19x 1>+12, 1]»112. 
IS Tea T pn 
. n 2, "iii ads 
Wird —„, statt n und — statt » gesetzt, so geht (17.) in 
ee ir 
. 1 . 
(tang.r)” 2sin m 7 


über. Setzt man ın (17.) 2 + 2 statt p, so erhält man 





97 / yı (tangr)"tor jr jmı 
ne Jo (seca)"t 772, 1Hıl1 
tang x I - 
> u * an “ 1S 
ER CE sect seczcotr ® 
‚l- Yrp 1. q nl n'l 
9% / pr ®, 04 | e / il. 02 La 5 1 
an Jo (eosecz)"t! ,, (secrcotz)"+ 2.12Hlı 


Für p= 2 wird aus (17.) 
23 y:7 (lange)?”"+!9r 1 
Io  MWecaH TO mr) 
Für =! wird hieraus 
ee a 
® 3 nn 3° 
‘oe (secr)? 
Setzt man in der Gleichung 


an 


ar1dr 17—-117>-1 1 
JS; (I-pe)"+P N 5 P+r-ıll 


v=tang ı?, so it I+r=sec.” und tang ? = 2tang 7 sec x?9x, und 
man erhält 
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37 (tang z)”"-10r 1,-1ı, Jr 
23  /S. 2 — 


(secz)?rt?r-2 — 2,1em-lı ° 
It n=!, so wird hieraus 
a Or Zzr—12 
26. J (secp Ai pr USW 
$. 46. 


In den bisherigen Untersuchungen wurden Integrale, die aus zwer 
Functionen bestehen, dargestellt. Man kann die bisher gefundenen Resultate 
auch benutzen, um durch sie die Integrale von Ausdrücken darzustellen, die 
aus drei Functionen zusammengesetzt sind. Dies wird geschehen können, 
wenn sich nach der üblichen Methode eine von den angegebenen Functionen 
in eine Reihe nach den Potenzen der yeränderlichen Grösse entwickeln lässt. 
Ist solches geschehen, werden die beiden andern Functionen mit den Glie- 
dern dieser Reihe verbunden, und ergeben sich durch Integration der einzel- 
nen Ausdrücke selbst wieder Reihen, die summirbar sind, so ist die Auf- 
gabe gelöset. 

Um dieses Verfahren anzuwenden, soll die Darstellung des Integrals 


k [®) 
N SD Sy) Se) 9x 
als Aufgabe vorgelegt werden, wo f(x), /(y), (2) Functionen von x sind. 
Es sind folgende Fälle möglich : 


1. Se)=, +tax% + mr’ + a8 + .... 
2. = +b,x2 + br” + br + .... 
3. Se) oo tar tg” ++ .... 


Daraus ergeben sich folgende drei Ausdrücke: 
SI SO) x 
= SA) + oJ SA SH)r0r + oJ, So) I) ax... 
3. KIDS) Sr 
= IS IOR + IO Sr +, Jo) SIw OR .... 
6. SI) SE dx 
=), SI %a + af, SO) Sr + I) SIR... 


Wiıe man sieht, ıst diese Methode nicht allgemein anwendbar und kann 
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also auch nicht zur allgemeinen Regel erhoben werden; ihr Gebrauch ist be- 
schränkt. Sie wird jedoch in manchen Fällen gute Dienste thun. 
Es seı das Integral 
1 
£ FI — ar 9x (lg x)’ 
darzustellen. In diesem Falle ist, wenn man in (6.) f(x) = (1—x’)” setzt: 
(1— x)” =1— nx + (n),x" — (n),x + (n),c" — .... 
Dies giebt 
1 

y} F Fe l— ar" dr (lg x)” 

IE fx (le eva —n \, „PtI1(]o oc)" dx de (n),/, P+27—1 (ig ey’ yr rg 


die Ausdrücke rechts vom Gleichheitszeichen können nach (13. $. 33.) integrirt 
werden. Man erhält 
3 Selm dx(lg a) 
8. J,® "YOox(lg x) 
| Ä 1 l ! 
un (ei PR en are Pa. I > On 
( .1 (ri 7 (p+g) + + (n), (pr2g)H (n); (p+3gyH +...) 


Wie man sıeht bilden die Glieder der in Klammern eingeschlossenen Reihe 


i 1 ) | 
den nzien Unterschied von Aare jedoch in umgekehrter Ordnung, wenn die 


Zunahme q ist. Demnach lässt sich die vorstehende Gleichung auch so dar- 


stellen 
1 | | 1 
9, J; ar 1 — ar)" 9x (lg xy = (»1)" 1,8 pH’ 


unter der Voraussetzung, dass q die Zunahme von p ist. Unterscheidet man 


gerade und ungerade r, so erhält man für ein gerades n folgenden Ausdruck: 


1 1 
10. / A I— a)" 9x (eo) = (—N r"" Ar pH 


« 0 


und für eın ungerades n: 


| 1 
11. J/ yPp—1 (1— x?)” Ix (lg a)’ u (— 1} I"! A” zen , 

Der Ausdruck (7.) lässt sich auch dadurch umformen, dass man die 
Integrale rechts vom Gleichheitszeichen auf das Integral J; x ()e x)" 9x bringt. 
Nach (13, $. 33.) ıst nämlich 

„BR Yı 
/ ocP (ig x) Ox — (— 1) ki pt B 


0 


Bringt man diesen Werth mit (8.) in Verbindung, so erhält man 








11. Oettinger, Untersuchungen über die analytischen Faeultäten. 181 


12. /, ara) en) 0x 


‚1 j 
nf, ar (lg x)" O2] 7, ung len + (m). 5) . (a ni 6 ei 


oder 
I 1 1 
13. / TAN" (og 02 = NP A nf, lg a) on. 


Diese Gleichung lässt sich ın eine etwas allsemeinere Keductions- 





formel eigre wenn man r +1 statt r setzt. Dies sieh 

u g\n r REN n 1 r n 
14. / Pr '(l-— x?) (ex) o GE ( l) (r+1)''. «P Wr A f, ap (gr) ÖOX, 
Auf gleiche Weise lässt sich das Integral 


F 
[ ar — a”)" (lg rl x 


darstellen. Es ist 


15. E a (1-axN)" (le - ie ra), aP+r= (dig da 


0 


+ OMA u y I — Ds, pt (le "y; I aan. 
Benutzt man die Gleichung (14. $. 33.), so ergiebt sich 
1 ’ L_, 
16. ni a1 ar)" (lg —) 0% 
1. 1’ 1 ].! 1! 
= pH — pr + (n); (p+2gN + Be (rn); (p+3g)rt! . 
Hieraus erhält man, aus den nämlichen Gründen wie oben: 
m. ’ — g\n l Pi a / ur n I 
17. J (1 — x)" (lg ee, or = (—1)"V"A zT 
Die Zunahme in diesem Ausdruck ist g. Auch dieses Integral kann 


1 ] r 2 . . . 
auf die Form / «(lg —) 9% gebracht werden. Es ergiebt sich auf die an- 
) e u 


gegebene Weise 
15 R | p—1 1 y\n | 1 A 1 nr A" 1 ‚l an 1 z 
“ JS .. ( > = =(1) pP zul, A (g 7) 9%, 


19. J } ar] — a)” (lg ae 
| i 1 1; 
= ("pt (r +1)" A" Zt J gep—1 (lg 7 Ic, 
Aus diesen Formeln zeigt sich, dass die bestimmten Integrale vorste- 
hender Art mit der Entwicklung der Unterschiede der Potenzialfunctionen mit 


negativen Exponenten in engem Zusammenhange sind und dass die Ausbildung 


der Theorie letzterer von Nutzen für die ersteren ist. Da oben die allgemeinen 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd, XXXVII, Heft 2, 94 
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Entwicklungsformeln zur Darstellung der Unterschiede gegeben wurden, wenn 
der Exponent eine ganze oder gebrochene positive oder negative Zahl ist, so 


ist dadurch die Darstellung der Integrale von vorstehender Form schon ermittelt. 


| 1 
Setzt man in den Ausdruck (1A > welcher in (9.) vorkommt, 


für n eine negative gebrochene Zahl, so könnte es scheinen, dass derselbe in 


bestimmten Fällen auf einen imaginären Werth führe. Dem ist jedoch nicht so; 


wie sich zeigen wird. Setzt man nämlich X = 7 in (1. $.19.), so ist bekanntlich 
oX 1 
7) Brenn rz3r3 
20. (dry = IK’ Ze: 
Schreibt man nun g statt Ar und benutzt die Gleichung (20.) für die Werthe 
1 


n, n+1l, n+2, ...., so ergiebt sich für den nten Unterschied von .“ folgen- 


der Ausdruck: 
. s En SC'(1,2,..n) Ak"tlllgn+ 
1. Aue A 
th San A te 
(n+ 1)? " — gpk--n+2 
SCA,2,..m)° Krt3ligers 
(n +1)? " — gpktn+3 


Schreibt man hierin p statt x und der Kürze wegen A,, As, As, .... für die 











Ausdrücke, auf welche die Verbindungen mit Wiederholungen zu den ver- 
schiedenen Classen nach (S. 9.) führen, so ist 
1 Ar n kr+lllgm+1 dan ah 

29 A I ee EEE En. En 

vr ( 1) A p* aaa A, prtntl A, Tata Tr... 

Es zeigt sich, dass der Ausdruck in (9.) unter den vorstehenden Be- 
dingungen reelle Werthe giebt. Setzt man in (9.) r=0, so ergiebt sich 
folgende bemerkenswerthe Relation: 

p 
AT -Iı 
1 IE we 19 
22a. (—1)" A” - et Bi" 
— +n]l -—|l 
pl pa)? 


: Be j 
Zur Darstellung der Werthe von A” Rn: können die weiter oben, oder 


auch die hier in (8. und 16.) aufgestellten Ausdrücke benutzt werden. Sie 
convergiren schnell, wenn » eine nicht ganz kleine Zahl ist. Von dem Ver- 
hältnisse von p und g zu einander hangt die Anwendbarkeit der verschiede- 


nen hier gefundenen Formeln ab. 
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Euler hat (Integr.-Rechnung 4ter Thl. $. 131. u. s. w.) gezeigt, dass 





1 ar 19€ I pH _ ort dr I zrl]ordr 
‘ En BE Fe) bee) 
23. J -, z _ 


l1— ı” P” p 
vi- 2”) m—q 0 VA—r")”-4 
ist, und hat sich dann mit ne der Werthe für mehrere specielle Fälle 


dieser Gleichung beschäftigt. Dies soll hier benutzt werden, um einige Folge- 


runeen daraus zu ziehen. Setzt man nämlich ın (28.) m =?2.p=]1 und 
- ] 











p=19=23 r=1,n=-—3; in nn ei so erhält man 
! Igr 1 
RT —/[; TuS x | Dia (n)- 
: 1 dx 19 , 
Nun ıst a — X und / 12 u —1Ig 2, also ist 
I Igz , 
r VA-2?) I = — gun lg 2 


Hieraus folgt ferner, dass 
24. URETRE, VOERRTEE. 8 (4 -). 
ale Zul 2 12, 
wenn die Zunahme des Unterschiedes 2 ist. Es ist ferner unter den nämlı- 
chen Bedingungen, wenn p =2 gesetzt wird, 
age 1 202 prladı ,,. 
Kae urn 
ı (1 
Sva5e =D). 


und hieraus 


25. 1—1g2= 74% (3). 


wenn 2 die Zunahme des Unterschiedes ıst. Diese Rechnungen lassen sich 
leicht weiter fortsetzen. Die Richtigkeit der Schlüsse bestätigt sich durch die 
Rechnung. 


Obgleich die Gleichung en ganz allgemein für jedes beliebige n gilt, 


und also der Werth von A” zu nach dem Frühern gefunden werden kann, 


so lässt sich doch der Fall, wenn n=— 1 gesetzt wird, auf schon bekannte 
Werthe bringen. Die Reihe ın (6.) fällt dann mit den reciproken Potenzen- 


Reihen zusammen. Man erhält 


1 
‚arg —)” 
| ER 1 1 
26. fi a r=— rn" = 1 + a + ji 


0 


+...) 





Bezeichnet man zn reciproken Potenzen- Reihen durch 


24* 











184 11. Oettinger, Untersuchungen über die analytischen Facultäten. 





w 1 EN | Re 1 
u: Bi p" (p+q)" (p+2g)” - 2 
so ıst 
Bis 
. ka) (+1 
.)” _< I. r'] y(irri) 
27. Tai", 
Hieraus erhält man 
fr up 
gl g(—) j R 
25. / — a=-"seP -— I"yt—,, 
0 l—ı ‚ u 7, A pt! 


wenn die Zunahme des Unterschiedes 1 ıst. In so weit nun die Werthe für 


S,, ın (8. 23.) angegeben sind, kennt man auch die Werthe des vorstehen- 


den Integrals. Ist g=2, so hat man 


erlgh) er 
29, /.  E 1""S,, = — at gez 
wenn die Zunahme 2 ist. Die Werthe vieler hierher gehörigen Reihen finden 
sich ın Euwlers Analysis (1Ötes Capitel) dargestellt. 


(Der Schluss folgt.) 
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12. 


De pendulis sphaericis, et de curvis, quae ab 
ipsis describuntur sphaericis. 


(Auctore Dr. Christoph. Gudermann, math. prof. ord. Monast. Guestph.) 


1. 


.. 
S; punctum quoddam grave M filo suspensum OM in puncto quodam fıxo 
Ö, circa lineam OZ verticalem movetur, punctum mobile M hoc modo coniun- 
ctum cum puncto fixo O describit curvam in superficıe sphaerae sitam, et 
punctum fixum O est huius sphaerae centrum; radıus vero sphaerae est fıli 
longitudo OM = 1. Quamobrem pendulum ıpsum OM dieimus sphaericum, 
et angulum plerumque variabilem ZOM = E dieimus penduli e/ongationern. 
Sı elongantio haec constans est, punctum mobile M describit circulum mı- 
norem horizontalem, cuius radius est /.sın E, et cuius radıus spharicus ıpsa 
elongatio E est, et quidem motu uniformi nunc describit cırculum hune. Id, 
quando eveniat, facillime eruitur. A puncto mobili M demittamus lineam per- 
pendieularem MR in verticalem OZ, ert MR=/sın E radius circuli de- 
seribendi. Sit %k./ celeritas, qua punctum movetur in plano horizontali, et 
ipsius directio angulos faciat rectos cum plano MOZ, sive cum lineis MO ei 
MR; vis centrifuga puncti mobilis M erit in directione radıı RM aequalıs 

(kl? _ (kl? 


quotienti EM Time Si haec vis esset unica, elongatio E augeretur. Gra- 
vitas vero puncti M est vis verticalis Ipsum deprimens; quae si in partibus 
radıı / est 8, ut revera sit g/, e duabus his viribus oritur composita N; quae 
ut sit in directione fili OM, componentium ratio = tang E esse debet. Quare 
habes aequationem conditionalem 


k? ö " i u g 
— —_ =tanco FE ? = a 
1. ein E tang ER, sve k=sun E| .. 
qua determinatur celeritas initialis et constans ea, ut punctum mobile M 
describat circulum minorem, sive ut elongatio penduli E non mutetur. 


Crelle’s Journal f, d. M. Bd. XXXVIIL Heft 3. 25 


Er 
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Vis composita N, quae est ın directione fi OM,  invenitur 
(kl)? 


= np in EYE + el.cos E, sıve 


gl 


2. N= IW’+g. cos E)} = cos 


Sı vero punctum mobile M movetur celeritate initiali kJ, quae maior est 

. . y f 8 h 8 . . . y . 
modo inventa / sin E | os vis centrifuga praepollebit et elongatio E augebi- 
tur, unde sequitur, celeritatem puncti mulari. Si e contra celeritas initialis %/ 

Or 
. . . s / 5 . . . . 

minor est inventa /sin E. y PB praepollebit puncti gravitas g/, et elongatio 
E minuetur; unde sequitur, etiam celeritatem primitivam mutari. Si 7 est 
tempus, qno praeterito punctum mobile M totam peripheriam 2r/ sin E de- 
seripsit, erit dl. T= 2rl sın E, ideoque 


3. T= 2x. | 


/cos E 





Haec pauca suflficıant de pendulo constantis elongatıonıs sphaerico, 
et ad disquisitionem penduli sphaerici, cui est elongatio varsabılıs, procedentes 


supponimus, celeritatem primitivam sive initialem A/ esse eam, ut sit 


a WR: 
kSsn E. | in 


—_ 





+) 


Sint a, Yı, 2ı tres lineae coordinatae rectangulares puncti mobilis M, 
parallelae trıbus axibus OA, OF, OZ (rectangularıbus), quarum ultima OZ sit 
simul gravitatis directio. Quia M est punctum superficiei sphaericae, cuius 
centrum est punclum suspensionis O, coordinatae tres satisfacient aequationi 

2 2 u 38 
1. ty ra=l), 


et flum OM cum trıbus axıbus facıt angulos tales, ut sit: 


cos MOX = = oo: MOL » e cos MOZ = F 


Si iterum N est vis in directione fili, quae tendit filum, vel, quod idem est, 
quae remoto flo punctum mobile 7 normalıter premit versus sphaerae su- 


perliciem internam, vis haec decomponitur in vires laterales tres 


N.cos MOX=7.N, NcosMOY=%.N, N cos MOZ=7.N, 


punctum M propellentes in directionibus, quae parallelae sunt axıbus OA, 


OY, 0Z. 
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Quare vires eiusdem magnitudinis oppositae punctum mobile in sphaerae 
superlicie retinebunt dum, gravitas, quae iterum sit g./, celeritatem puncti M 
in directione ultima augebit. Quare si Z est tempus inde ab initio motus 


praeteritum, valent aequationes tres: 


O’x, 2, 
mw" 7. N, 
aryı _ Yı 
2. 7 Zu N, 
0° 2, 


u 7 .‚N+g.l, 

ita constructae, ut filum OM nune sit superfluum, quıa ipsius loco vis N ap- 
plicanda mobile punctum in sphaerae superficie retinebit, dummodo vis A 
agit in directione MO. 

Ex aequatione (1.) differentiando obtines z,9x, + yıdyı + 2,02, = 0, 
et sı differentiale arcus a puncto M descripti est /.9s = V(0: + dy? + 92°), 
ıterata differentiatione invenis 

?F.öds +9 ty +9 =0, et 
1? 05.9 = 90,90, + yıd?y, + 92,9°z,. 





(Quia ex aequationibus (2.) componitur 








9x, 9°, +9y,O’yı +92, 0°, _ x, 090%, +Yyı 9yı +2,02, „- | 
dr er sarkr er: .N + gl.92,, est 
1?.0950°s | 21°.08.0°s Rn 
—na  =gl.dz,, sive Ze 2gldz);  quare ıintegrando: 
lOs\? . 
ke — — N - ‘ fi ” 
3. =) = e.l? + %glaı, 
si e./” est quantitas constans ab integratione hac originem ducens, quam mox 
. 1.08 3 - 
determinabus. Quıia u. e.2 est celeritas puncti mobilis M, valet aequatio 
) 2g2, 
4. e=V(e+ —T) 
Ex ıisdem aequationibus (2.) componimus alıo modo 
Ir ty My 30? _ ty ta a 
a in N + glz, quae reducitur ad 
1? 05? 
u !.N + glz,; quare est 
>. N = 1.0 + gz, = e.l+ 3g2. 


Formula hac determinatur vis N, quae tendit filum OM, vel quae remoto fılo 


punctum mobile M premit versus sphaerae superficiem internam. 
-% 


25 
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Ex aequalionum (2. duabus primis eliminatione huius N oritur denique 





„> —-— —=(, cuius integralis est 


Oo —yıOXx ar 
6 mehr, 


sı h.l” est alıa quantitas constans ab inlegratione hac orıginem ducens. 
3. 


Ulteriorem calculum ıinstituamus adhıbitis coordinatis sphaericıs l.x et 


l.y, quem ın fınem ponamus 


Yı 2 . 
1. - tangx et z,=/.sun y, 
vel, quod eodem redit, @&,=/cos y.cosx, Y=lcosysnz, ,=/siny. 


Linea abscıssarum /.x nune est circulus maxımus, et applicata /.y descendens 
a circulo hoc maxımo, et quidem in fine abscissae /..x usque ad punctum M, 
angulum reetum facıt cum abscissa hac. Arcus y est insuper complementum 
elongationis variabilıs E, sive vice versa 

2 E=!ir —y. 


. . . . . . x Oyı —Yı OX Tj oy—yıdr, 
(Juia ınvenis ex aequalıone prıma IE nn ae eu. Zar 
| 4ı+Yı I°.cos?y 


tio (6.) artıculi praecedentis fit simplicior haec: 
3. cos®’y.Ya —=h.%U 
ei parıter aequationes reliquae nune fiunt: 


OS 


4. -,.,-= | (e+2g sın y), 
>. N=l(e+3gsın y). 


Quare eliminatione differentialis 92 orıtur 

h.os = 9w.cos’yY(e-+2g sın y), 
et si utimur formula e praeceptis Geometria sphaericae notissima 
95 = Y(Oy?+cos’y.dw?), invenimus aequationem integrabilem 


m hody 


6. 2 == 


quae est ipsius curvae a puncto mobiliı M descriptae aeqnatio differentialıs 
quaesıta. Quum aequatio haec non pendet a spharae radio /, ıpsa sımul per- 


linet ad curvam proiectam in sphaerae superliciem eam, cuius radıus est lon- 


oıtudinum uniıtas. 
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Sed ante omnia nunc determinentur quantitates duae constantes e et h, 
quem in finem supponamus, punctum mobile M in initio temporis 7 fuisse in 
puncto quodam A ita sito, ut sit abscisa 2 —=0 et applicata y=a, et e 
puncto hoc propulsum esse celeritate quadam data k ./ in directione, quae 


angulos rectos faciat cum plano MOZ. Quia puncti A lineae coordinatae e 


dats = 0 et y-4 inveniuntur 


v, =/cos a, Yı=VW, „= tana, 
. R Or, Oyı O2, . . , 
et quia insuper u = 0, „> k.l et FY 0, ideoque e=% est, substitutis 


valorıbus his particularıbus inveniuntur formulae simplices: 

7. e=k"— 2g sın a, 

8. h=kcos.a. 
Elongatio penduli initialis igitur est 5m —a et celeritas imitialis est k./; e 
datis igitur bis computantur duae quantitates constantes e et Ah, quorum signa 


nıhilominus brevitatis causa retinebimus. 


4. 


Sıt 9 angulus non obtusus, quein circulus maxımus curvam tangens in 


M, tacıt cum applicata y eiusdem puncti, quem angulum e praeceptis Geo- 


\ ’ ; m cosy.d.r u 
metriae sphaericae determinarı formula tang 9= = Du notissimum est. 
Ex aequatione (6.) artıculi praecedentis concludimus 
h . 
ang O = ypeyBgsingjeos'yarj Adeoque 
’ | M 
nm I = eosyVle+?gsiny)' 


Fertices curvae dicımus puncta ea, quorum angulus © est rectus, et quia 


ralıo = —=0 in ıisdem punclis est, applicatae horum punclorum sunt aul 


maxıma aut minima, et determinantur aequatione 
J D 
cos yVY(e+2gsiny) =h, 


quae evoluta fit aut 





4g’—e? h?e h* 
2 cos’y — ron cos'y — 7% co®’y + ri v, 
aul 
' u .5 h’—e 
3. sin’y+ zz y—-siny+ zn, = 0, 


prout aut cos y aut sin y habere vis quantitatem incognitam. Aequatio haec, 
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ER \ Me ‚ k _ Re 
Kt Fa sın a et ge: sın a(l — 27 sın «) quantitates positiıvas esse 


volumus, monstrat, duas ipsius radices esse positivas, et tertiam radicem esse 
negatıvam. 
Radıcem unam noscimus sin y= sin @, et si duae reliquae sunt w et 


— .«‘, valent relationes 





e u x Bun . 
- = uU — d—sın a = u. sın a 
2e { ‘ d 22 | ’ 
Zu 22 4 [2 
1=(4u+ sın a) w — sın a, 
quarum prima reducitur ad 
2 ‚2 
u — A RN et altera ad se ' 
77 2p ua ul — 22 sın a, 


ıta ut radıces u et «w‘ exprimantur formulıs 


. V(A*—8gA? sin a@+16g”)—k? 


4. Au e | 
- ‚_ Va*—8gk”’sin«+16g*)+k? 
au zu BEER 
quae satısfacient relationi tertiae 
l1-++usin« 
—- - 2 
- FT usine ' 


Quia enım 
} (kt — 8gk*sin a@+16g?)—(k’—dgsin «) 





Aatsına = ig el 
“ & sin ay(k*—8gh”sine+16g?)+4g—k? sin « 
+ asına = ig - 


e formula (4.) substituendo componis, est 


l4-usin«e _ siney(k*—8gA”sin« 416g?) +4g—K*sin « 








u+sine  YVik—Sgi?sine+16g?)—(?—Agsine) " 
quae fractio, si simul ipsius numeratorem et denominatorem multiplicas factore 
V(k! — Sgh” sin a + 168°) + k* — Ag sın a, 


reducendo abıt ın simpliciorem 


I+usine _ Vek*—Sgk’sine + 162?) + k? i + sin & 
Pe > ur+sine Pr 





u+ sine 4e 
Radix « certe unitate minor est; quia enım V(k'—8gk? sin a+16g’7)—=Agu+ 1, 


sive #"—Sol?sina#+ 16 = k'+Sehtu + 162°W, reducendo invenis 
O fo] fe) k oO ' 


k? i 
1— = 7 (u + sın a), 


unde sequitur, ese @ < 1, sı ut sın & sit quantitas positiva. Facta eadem 
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suppositione invenitur, radicem negativam — i‘ esse unitate maiorem. Quia 
. 1 _ u+sine 
enim Pr — l+usine’ est 
1 (1—u?).cos?« 
u 


unde concludis #? 1, sı #<1. 


His praemissis ponamus 


. V(k*?— Sek” sin «+ 16g?)— 1? 
\ sın P — 4g EEE TEREEREREBG r et 
\ 
| L u V(k*—Bgk? sin«+16g°)+k? 
sin Y eu 4g zo. > 








ıta ut aequatio (6.) nunc fıat 
sin« +sin 


2 BYETIT-——H; 
Y 1+sin«sin/ ’ 





et radices aequationis cubicae (3.) erunt siny=sina, siny=sunp el 

1 M) l . We 
ER. 30 _ nn ar en | 
Mmy=— zn, unde sequuntu y=a,y=fßey=-—I(sri+X%y), ubı 
ın formula hac utimur functionibus longitudinalibus, tum ceyclicis tum hyper- 
bolicis. Iidem valores quum satisfacıunt aequationi cos y. V(e+2g sıny) = h, 


valent formulae 





h 
/ or 2 — 
V(e + 2g sin a) = — 
Ä BR h 
3. V(e + 2g sın $) = cosß”’ 


(2g—esiny 
yi®#- r 7 = htang y. 
siny 


FE relatione ($.) sequuntur formulae 


EEE... BR 
sy — Iısinesinß’ 
sin«+sin? 
vang, FR cosa@cosß ° 
(l+sin«)(l +Ssin?) 
4. 1+sny=  14sinesind ’ 
, (1—-sine) (1 —sin?) 
1—- sıny= 77 








1 +sin« sin? 
on] 
Sin,(c+ß) 


\ 1 - a wer. > , 
5 c0s3(@+P) 
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quae omnes eandem relationem exprimunt, quae adıuvante functione hyper- 


bolıca longitudinalı sic exprimitur: 


5. = +88. 








2 ee ’ cos?’ « ’ ; cos? 
Addımis his formulas 1— sın asıny = 1+sinesin?’ 1—sın?sıny= ind 
et (1—sina.siny) (1—sın d.sıny) = cos’y. Coefficientes aequationis cubicae 
nunc fıunt 

eg . ..  1-sin’«e—sin’?—sin «sin? 
E "re  sne+sinß 
6 But URROD? ZOUEBEEEGREER ee 
| GE —3—- sin + sind BE 
h" __cos«@cosß __ cos’« cos’? 
2  Htangy  sin«+sinß" 


) 


Quanütates « et $ nunc ex arbitrio sumi possunt quadrante 3 minores, at 


una tantum negitiva esse potest, scılicet «, cum «a P esse supponimus. Sı 


* [2 » k? [3 [3 
vero applicata « est negatıva, ob formulam uu‘ = 1 — 3, sin a sive 
sin? 1 EB), 
—— u 1 ei in 
sin y 2, 
h? 


applicata 3 semper est positiva, et quia 5 debet esse quantitas positiva, applı 


catae 3 et a semper tales esse debent, ut sin ? + sın « sit quantitas positiva. 


Insuper esi secundum regulas Algebrae: 





u (e+2g siny)co®y—h?=2g(siny—sina) (sin#— siny) (siny + a): 
quae aequatio est mere analytica, unde positis y=3r et y=— }, derivan- 
tur speciales 

' ae . a : 

S 5, N y= (1— sina) (1—sın 2) (1-+sın y) 


— (1-+sina) (1+sin 2) (l—sıny) = cos a cos P cos y. 


6. 


Duo Igıtur curvae a puncto M descriptae sunt vertices reales A et B 
sıbı proximi reales, quorum applicatae sunt reales y=a et y=/; at vertices 


hi infinities repetuntur, ıta ut punctum mobile M a vertice superiore A de- 


scendat ad verticem inferiorem BD (qua « < ? esse suponitur), a vertice B 


i 


iterum ascendat ad verticem superiorem A,, a quo descendat ad verticem B;; 


et sıc porro in infinitum. Hinc sequitur, curvam totam contineri inter duos 
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circulos minores parallelos Iineae abscissarum, quorum radii sphaerici 3m — «a 
et 3r — ? sunt sımul elongationes penduli maximae et minimae. Curva 
circulos hos tangit alternatim, et quidem primum cum verticibus superiori- 
bus A, A, A,, Ä,, etc., et alterum cum verticibus inferioribus B, B,, B,. 
B;, etc., quia in verticıbus his omnibus est 9=}r. Fruamus_ celeritates 
puncti mobilis M in verticiıbus A et B. Quia celeritatem in puncto A esse 
kl ıam supra diximus, celeritas in vertice 3 pariter sit k‘.l. 

Formula generalis e = Y(e+2g sin y) praebet e—= k, si y=alhıt, et 


praebet e =4, sı y=P fıt. Quare est 








| h | h 
ke => Wie os] = — 3 '— Ve esın BP) = 
k=YV(e+2gsina) = oo, © = YVle+2g sin ß) cosß’ 

/ 2g 
quae formulae s oO V —= cos acos PP. V: a Mi 
| ubsituto valore h cos / sine+sinß fiunt 
wu 
k= cos 3.] A - , 
1 4 sın 3+ sin « 
2 
7.77 l — = 
sin? + sin« 


Quia « — 3 supponitur, ideoque cos « > cos ß, est k—%k‘, ideoque kl Kl. 
Quare celeritas puncti mobilis M in vertieibus superioribus A, A,, A,, Ay ete. 
est minima, et ın verticibus inferiorıbus B, B,, B;, B;, etc. est mazıma. 

Etiam formulae hae monstrant, applicatam minimam a negativam esse 
posse, dummodo summa sin # + sin a, ideoque et summa ß-+« ipsa maneat 
positiva (et >0). Sı vero a est applicata negatıva, vertices superiores A, A,, 
A,, A,, etc. sunt in superiore superficiei sphaericae parte, et vertices B, B,, 
B,, D,, etc. in inferiore, ıta tamen, ut hi a linea abscissarum horizontali ma- 
sis distent, quam illı. 

Formula articuli praecedentis 
VeAk* —Sek?’sine + 168°) — k? 

dg 


sin P = 





0 
E : : Eu ie IA} u fe) 
paullum transformata pariter praebet antea inventam k = cos ß. | Sinaysinß 


quare formulis 


Crelle’s Journal f, d. M. Bd. XXXVIIL Heft 3. 96 
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Vek'—8gk? sin «+ 16°) — k? 











an = E - 
ER _ VA*—8gl? sin @+16g?) +k? 

sin y | 4g 

similes habes 

> (1 AR 60? 12 

\ u VikT—Bgk” sind +16g?)—k"” 

2. 4g- 

| 1 _ Vi“ 8gk”sin en 

TE 4g 


Vik —Bgk’sina + 1699 (H — Agsina) 








Quia sn? +sına= 1 ‚ est 
8 
1 _ VA Bgl?sine+16g?)+K’— )+k’— dgsin « | 
sin?+sine 4gc0s?« ET a. 


k? —= UYV(k'—Sel?sina+ 1692) +? —4gsin a), 
3 et vice versa 


I? = z(YVik"—8gk" sin ?+16g°) + k?— Ag sin ß). 


Ope harum formularum (2. et 3.) ex applicata et celeritate datis, quae ad 
verlices superiores pertinent, computantur applicata et celeritas, quae ad ver- 
tices inferiores pertinent, et vice versa ex his computantur illae. Formula 


prior facıllıme transformatur in 


PAR; 4? + Ik? 











sin’at+—sına= 2 ’ 
g dg 
unde sequitur, remota ambiguitate removenda: 

i — k?4YV(Ag’+h?k"”) 

SD a == 2 mm, et parıter 
4. 
ZART) 
sin = 4 


Ope harum formularum e datis penduli sphaerici celeritatibus maximis 
et minimis computantur applicatae, quae ad curvae descriptae vertices perlinent. 
Quia e= kA? — 2 sin a = k* — 2g sin P, est k?— = 2g(sin P — sin a); 

/( JA .2c1 2 „2 
quare substituta formula sin $? = er ei rd eodem pervenis. 
Applicata & fit negitiva, sı est k*(k'’—k?) > 4g?. 

E formula sn? = Arntbei ter BIT, sequitur. esse revera 

sin P > sın a, si est Y(k'—8gA? sin a+16g?) > Ag sin « + A; conditio vero 





haec reducitur ad simpliciorem, esse 








|| 
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B>a,sık<coa Vo et parıter 


sin«’ 


a<Pß, sı k > cos ßV 


sin?" 
Quae conveniunt cum inventis in articulo (1.), dummodo memineris, & et ß 


esse elongationum primitivarum complementa, prout motus incipit aut in ver- 
tice A aut ın vertice B. 





Formula 
sin d Ps, zu Zen 
u 1 — 2, sn a, sımilis invenitur 
6. sin« Kr. 
siny = 1 — 2, ın P 


Quia enim 
—=k*" — 2 sina et h=kcosa, pariter est 
e=k"— 2 snß et h=k'‘cos ß, 


h’—e _ sinesin? 





2 rl nt ui BERTRER 2, 
ideoque P’—e=2g sin ß — k”* sin’, et quum 95 — siny ‚ Ihvenitur 
sin «& me. _ ’ EEE 
revera sn, = 1 — ra P. E formulis (1.) multiplicatis sequitur 
4g?.cos’ «cos? : 
2? = - £ L = 4g? cot”y, sive 


(sin«+sin Y. ) 
V(4g? +9) _ [u 





7. kk'= 2g coty et 


2g —siny' 
k? \ 
Insuper est W— u= 3, Sive 
k? 1 ' k'? 1 | 
8. u ir” sın £, et parıter I siny na. 


Quare e formulis his coniunctis cum antecedente sine ambiguitate inveniuntur 
formulae supra inventae (4.). Formulas (8.) etiam subtrahendo colligis e for- 
mulis (2.). 

Ubi fit ?= a, duo cırculi minores. inter quos alioquin curva a mobili 
M descripta continetur, coincidunt cum curva, quare nunc et ipsa est circulus 


minor, cuius radıus sive elongatio est zm — a. Formulae vero (1.) nunc fiunt 


k=k'= cos aV - 


dummodo E=!r7 — « sumitur. 


ing, quae formula cum inventa in articulo (1.) est eadem, 


Applicata a etiam = 0 esse potest; curva tunc verticibus superioribus 
26* 
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na 172g 
suis tangıt lineam abscıssarum, et formulae (1.) fiunt k = cos PYzna et 
20 
= sin $' 


7. 
Sı p et g sunt vires, quae filum in verticibus A et B tendunt, for- 
mula generalis V=/(e+3g sin y) illico praebet 
p=Ille+3gsina) et = Il(e+3g sın P). 


Sı vero substitumus e=k’— 2g sın a et e=k”"—2g sin P, oriuntur formulae 





| E 2cos?’ 5 
\ p=I(l’+g sin a) = gl(sın «+ eg. ’ 
1. { 
. nn 2cos’« 
g= Kk"+g sin P) = gl(sin ? + ur 


Eaedem vires p et 3 mobile punctum remoto fılo premunt versus sphaerae 
superficiem in verticibus A et B. Hinc sequitur 

7a — p = 3gl(sın P — sın a). 
cos? « gl 


= -°— utıın ar- 
u sına’ 





Sı ?=.« sumitur, inventu V=p=g=gl(sna+ 
tıculo primo 


Angulum © in articulo (4.) exhibitum etiam computabis ope formulae 


| / c0S«@,C08 3.C08y 
(sin y— sin «) (sin ?— sin y) Cl+sin ysiny)’ 





‘) Es 
2. taug )= 


unde colligis, applicatam y semper versarı inter limites « et P, et lımitı al- 
terutri in verticıbus aequalem fıeri. 

Si y’‘ est applicata puncti M‘, reciprocitatis lege coniuncti cum puncto 
M, e praeceptis Geometriae sphaericae notum est, applicatam hanc esse com- 
plementum anguli acuti, quem circulus maxımus curvam primitivam tangens 
in M faciat cum linea abscissarum, ideoque esse sin y'= cos y.sin 9; quare 


nunc est 
h 


- ‘ 
say era 
J V(e+2gsiny) 





3. 


Sir est radius curvaturae sphaericus, ex lisdem praeceptis nota est formula 





O sin y en h 
generalis tangr = 5_; ,, qua adhibita invenis 
0 T osiny 
4 V(e+2gsiny) h? 
tangr = gh — gsindyl’ 
sı sıgnum praefigendum — omittimus, quo tantummodo indicatur, curcam 


versus lineam abscıssarum esse convexam. 


Radii curvaturae ad vertices A et B pertinentes sunt ıgıtur 
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h? ) h? : .. 1 

—— a Fe: we; ® 7 r Rh )E = 

arc tang (5 et arc tang 808° ‚ quare curvalura ın verticıbus superiori 
bus A, A,, A,, As, etc. maior est quam in verticibus inferioribus 3, B,, 


B,, B,, etc. 


[2 [3 . [ * * [ 1 
a —— - u ) — — re} z 
Ex aequationibus sin y = sin a, sin y=sin ß, sin Yy = sequuntur 
co? y=cosa, co?y=cos®’ß, co®y = — col’y, 
et cum sina, sin? et — Sin, sunt radices aequationis (3.) in articulo (4.), 
d 
radıces aequationis (2.): 
40° — e? h?e h* 
cos’y — fly co’y+ 3 = 0 
- Fan 
4g 25 dg 
erunt modo inventae cos’y = cos’a, co’ y= cos’ et cos®’y = — cot”y, ita 


ut quicunque valor varıabili y tribuatur, sit 
4g?— e? h?e h* 
6 en ,, Ye 1 AO 2 ri 
D. cos’ y — gr COS y — 2: cosy-+ rpr, 


= (cos’y — cos’a) (cos’y — cos’) (cos’y + cot’y). 


8. 


His praemissis ad integrationes convertimur, et initium faciamus inte- 
gratione aequationis differentialis, quae exprimit relationem inter tempus prae- 


cos?y.Ox 
h 


coniungis cum aequatione (6.) articuli (3.), oritur aequatio differentialis ın- 


terıtum et spatium a puncto mobilı descriptum. Sı aequationem dt = 


tegranda 
nu) sin y 
—_ Vlle +2g sin y) cos?y— h?] ’ 





OL 


quam adıuvante formula (7.) articuli (5.) ita repraesentamus: 





22 ' Vltsiny— sin «) (sin ®&—siny)(1+sinysiny)]' 





'siny mdsin 
at = \ 5, > 


Si motus penduli sphaerici incipit in vertice superiore A, cuius applıcata 
y=a, crescente aplicata y simul crescit tempus 2; quare nunc signum su- 


perius + valet, et integratione inveniendum est tempus 








Ya 17 f 0 © 7 in 
V 2g SI VIcsiny— sin «) (sin ?— siny) (1+sinysiny)!' 


Integratio haec hodie facillima est. Adhibitis signis 
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a ] sin P—sin«)siny Fer V sin’d—sint« 
1 +sin siny 1+2sin «sin? +sin?? ’ 
1. ‚RR ) l-+sin«esiny 29 y: +2sin «sind + sin? « 
1 + sin Asiny — 7 1+2sin«sin$+sin?? ’ 
] siny RR V sin? +sin« 
2g(1+sinAsiny °F 2g(1-+2sinesin ?+sin?5) ’ 








mn — 








quorum duo prima eos habent valores, ut sit 
ek’, 


formula, quae exprimit tempus praeteritum Z inde ab initio motus in vertice 
A, redigitur in valde simplicem hanc: 


2. tm... 


dummodo argumentum w e data applicata y puncti mobilis M in fine tem- 
poris 2 computatur adıumento functionum modularıum, quae omnes referendae 
sunt ad modulum %, cuius complementarius est k‘. Formulae ipsae sunt 

[ sin? — sin y 


/A +sinysin/)(siny—sin«) 
u sind?—sin« ’ 


(sind— sin«) (1 siny siny) 

siny— sin «& ven ysin«)(sin#?—siny) 

encu —= u cnu=V- nn .—- 
suche sin $—sin.« ’ (sind —sin«)(1l-+sinysiny) j 








| 














3 sind-ing © (1+sinysin 8) (siny—sine) 
Incu = siny—sin« ’ AR =} (1+sinysin«) (sin $—siny) 
1+siny siny /1+sinysin« 
\dnu= | I+sinysinß’ dnu= 


1+sınysiny 


Vice versa invenitur formula 


4. 


sin y= sin a.sne”u + sin P.enc*u, et differentialis 
| d sin y = 2(sın d—sına).sneu.encu.dncu.du, 

sıve 

k'?snu.enu.du 

dn? u 





> sıny = (sin $—sına). 
In sequentibus utimur et formula 


sin«(1+sinysin $) +(sin — sin «) sn? u 
1-+sinysind—siny(sind—sin«)sn’u ’ 





5. sın y- 


cuius denominator 1+siny sin —siny (sin —sin a) .sn’u=(1-+-sın y sın $). dn?u 
est. Quadrantes modulares, qui pertinent ad modulos supra dictos k et &‘, 
sint K et K‘; quare, si 7’ est tempus, quo opus est, ut punctum mobile M 
inde a vertice superiore A descendat ad verticem proximum inferiorem B, fıt 


y=ß, ideoque am u=!n,sveu=K, quo oritur formula 


6. Eu 2m. K, 
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sive 
2 2 2 2 2 2 2 A2 4 
T=mr(l+ ah + rn « K+ se A + am ‚4 + etc.). 

Formulae hae omnes etiam tunc valent, si applicata « vertices A aut =, 
aut quantitas negativa est, quae <3r, dummodo sin $ + sin « est quantitas 
positiva. 

Sı in formulis (2., 3., 4., 5.) loco argumenti v sumitur = (2nk # u), 
et r est numerus integer, applicata y est aequalis longitudini. In verticibus 
ipsis est u==nK, et numerus n est par in verticibus superioribus, et impar 


ın ıinferiorıbus. 





9. 


Suscipiamus nunc problema integrandi aequalionem curvae differen- 





tialem. Quia 9x = .öt et 9 = 2m.9u, est primo 











cos?y 
_ mh. ou 
cos’y 
b 2 1 1 
et quıa co®y A1-—siny + l+siny’ habes 
mh.Ou mh. ou 


0% — 1-siny " 14 siny' 


Cum huius integrationis problemate aptissime coniungitur problema eruendae 
quadraturae. Sı / designat aream sphaericam sive quadrigonum inclusum arcu 
AM=s, applicatis « et y punctorum A et M et abscissa x, applicatis his 

2mh.sin y. Ou . 2siny 


intercepta, est 9/ = sin y.9x, ideoque I = — — 5. —, et quia Cos2y 
1 1 





mh. ou mh.Ou 
yo 1—siny 1-+35in4' 


Quare integratione eruendae sunt 
mh. du mh .Ou 


H en u A 
(at) = / 1-sing’ et EN = Tiny‘ 


Quia vero e formula (5.) articuli praccedentis componitur 








(1+-siny sin ).dn?u 


(1+-sinysin /) (A+sine)—(sin?—sin«) (l—siny). sn? u 


l+sny= (1+siny sin ö).dn? u 


(1+sinysin?) A—sin«)— (sin? —sin«) (l+siny).sn’u 
1l—sıny= 








formulae integrandae fıunt 
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hm dn?u.Ou 
va zug en 
(auf) > 1—sına KR (sin $— sine) (1— sin) # 
(1+sinysind)(1—sin «)' vu. 
hm dn? u.Ou 
TFIEE da ; ha ug 
2(a J) 1 +sin« a (sin, n?—sin«e)(1—sin; ) 2 
+ Irsiny ‚sin (I + sine) 





Sı prımam comparamus cum formula 


tn’ adn’ a.dn’u.Ou 


Du, a)= / 
JM 


tn’ bdn‘b.dn?u.9du 
R 1+- k?,in'”b.sn’u’ 


— — 3.0, et alteram cum formula 
1 — dn”a.sn”u 





Du, b) = 


ın quibus functiones argumenti zw ad modulum % relatae congruunt cum 
funetionibus (3.) articuli praecedentis, functiones reliquae vero parametrorum 
a et b referendae sunt ad modulum coniugatum A = Y(1—#°), quos modu- 
los in articulo praecedenti invenimus, sumendi sunt parametri a et d tales, ut sit 
(sin, 7— sine) (l1—siny) 

(1+sin; sin ?) Bi-ane)’ 


(sinb—sin«) (1—siny) 
(1+sinysinA)(Ä+sine) 





dn”a = et A.tin”b= 


FE formulıs his primitivis levi negotio Invenluntur sequentes: 
































/ 1—sın 5 Br I-siny 
 l-sine ’ ER 1—sin«siny 
u } sin 5— sin « a dei /siny(l+sine) 
1 — sine 1 +sinesiny 
‚ 1—sin? } / 1-siny 
ina =) n3-sine’ ind = Y änzlireine) 
PER | (14 siny)(sin 3— sine) a ‚sin y (14 sin?) 
} + (l—sine) ( da Asiny)” me, 1-+sin Asiny 
1 u au 1 + sin sin; et i (l+sine)(l+sin/sin, ’) 
EEE ER I+siny sneb = (A+sin, >)(A+sinesiny) 
BEER | siny(1—sin ?) BEN „A-sin ) (sin #?— sine) 
1 +siny . (dd +sin, 3) (1+sinesiny) } 
u | I+sin, > sin; urban ] A+sin«e) (1 +sindsiny) 
sin; (1—sin, >’ (1—siny)(sin$—sin «) 
\ ‚. _ 1/Siny(l—sin«) f ‚sind? — sin« 
\ dneca = V: vr’re £ dnc'b = | 1-+sind 
Quia vero invenis 
dn’a.tna= I re VermatlreBtae) — IR... ‚et 
; 1—sına 1 + sin Asiny 1—sın « 
} ' 1 A-+sine)A+sin AJA-—siny hm 
in’b.dn’b = pr V —; Ms. 
orıuntur formulae admodum simplices: 
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er  Kar-fie Dia), 
e quibus tum addendo tum subtrahendo componis 

= ‘D(u, a) + D(u, b), 

/ = 'D(u, a) — D(u, b), 


quarum prima e data applicata y puncti mobilis M computare ipsius abscis- 


2. 


sam x, et altera ex eadem applıcata data computare curvae aream f docet. 
lisdem formulis uteris, applicata « verticıs A sit positiva, aut negativa, aut =), 
cum nec moduli nec parametri hisce mutationibus fiant imagınarıı. 

Uiraque formula relata est ad sphaerae superficiem, cuius radius est 
longitudinum unitas; sı ıpsas vis referri ad eam superficiem, cuius radıus 
est penduli spharici longitudo /, primae formulae addendus est factor, et alteri 
factor /”. 

Sı V et /V sunt centra sphaerica lineae abscissarum opposita, applı- 
catae punctorum A et M concurrent in punctis his, quo oritur biangulum 
sphaericum YVAFV MV, cuus area =2%, et quod abscissa » dividitur in 
partes congruas, ideoque aequales. Sı centrum 77 curvae a pendulo descriptae 
proprius est centro 7, areae sectorum sive triangulorum AVVM ea AVM 
sunt © — f et © + f, quare est 
area sectoris AVM = 2./1?.‘D(u, a), 
area sectoris APJVM = 2.1”. D(u, b). 


Sı A est abscissa intercepta applicatis, quae ad vertices A et B pertinent, el 


3. 


sı F est area contenta inter abscissam hanc A, inter arcum AB et applicatas 
modo dictas, quia posito Y = f fit argumentum u=K, erunt 

X='D(K, a) + D(K, b), 

F = 'D(K, a) — D(K, b). 
Sı ratio 27: X est numerus aut integer aut fractus, ideoque aequalıs est ra- 
tioni numerorum duorum integrorum, curva in se Ipsam recurrit, alioquin ab 


utraque parte in infinitum excurrit, quamvis ipsius ramı se infinities intersecant. 


10. 


Ubi formulas has, et praesertim formulas (2.) articuli praecedentis re- 
ducere vis unamquamque ad integrale unicum modulare, parameter integralis 
novi aut @ + 6, aut a — Ö, aut complementum huius summae vel differentiae 


erit. Quare ante omnia functiones huius summae et differentiae modulares 


sunt eruendae. Adbhibita formula 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVII. Heft 3. 97 
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rd in’ adn'b=Etn’ban’a 
n'(a= )= l1=Fin'adn‘b.tn’bdn’a ’ 

siny 
«)(1+sinAsiny) ’ 





eo 
ma componıs i{n’adn’b = cos ß. V — 
Es | In‘b = cos | (sin ?—sin 





coSy ’  sin?—sin« 
’ \ 
in’bdn’a == 7 - 1% a — , 
sin y(1-+sin Asiny) 


cos« 
cos cosy 
in’adn'b.tnb' dna= —— Lt | 
cose(l+-5sin siny) 





praebet /n’(a*=b) = 


c0s« cos Asiny=cosy (sin ?—sin «) V  1+sinsiny 
\ rg 


. — ——.—— — , quae 
cosa(1l+sinPsiny)=F cos ?cosy y (sin#—sin.«) ’ 
1 -+sin/siny 1 1 
But. ve Tea ln — pr d ER N 
siny (sin ?—sin «) Eee kin‘ (a=b) = inc (ab) ’ eadem 





formula, quıa est ] 


est cum hıs: 
c0S@ 008 a sin Asiny— cos PC0Sy 
cos« cos siny-+ C0Sy (sind? —sin«) ’ 





inc’ (a+b) = 


Inc‘ ( 2) c0S @+C0S «sin Asiny+- cos PC0Sy 
nce(a—b) = endend sun‘ Min Mina wine F 
c0Ss«@ cos Asiny— c08y (sin ?—sin«) ’ 





Bi anf; | ] u i sin # + sin « 

quae ıun ’ersimplice = 77 In _ om 

| | plices, ummodo substlus sın Y I + sin «sin ? 
c0S«@c0sA > f ö Aul ] If 

"ns a wm % - u 1ı1ae 

c ) 1+sinesin? ıta ut iunctiones modulares summae a-tÖ et dıllerentiae 


a — Öb ad modulum 4 artıculi ($.) referendae sint: 


(sin? + sin e)siny 
l1+-sin«siny 
1—sin/Asiny 


ee Ba > # PEREER —— n 
1 + Sina siny ’ enc'‘(a—b) = sin a} 


” eo * ’ 
1+sin«siny 
/A-sin sin, 

l-+-sin«siny ’ 
1 +sin «sin 








] ‚l-+sinesin? 


snc(a+b) = | ’ snc’(a—b) 





ence’(a+b) = | 


sin? +sin« 








Inc’ (a+b) inc (b—Lb) = 























cos? sin cos? 
1—sinasiny R ı/1—sinesiny 
an wre “[ BE V et 
| >) == Fe pr "(a—b)= J y® 
dnc’(a+b) ] + sin dsiny ’ dnc’(a—b) = sın | I+sindsiny ’ 
iu Ania. el 2 Aatn?.\cin? 
ae /1—sin? 5 sin; BIEEBRR yAa-—sin Psin?y)sin?« 
= u u ar , sn (a— — : a > 
m 1— sin? « sin?y cl — sin? 3 sin?y)sin? 3 
30 __ cin? „Nein, in?2 __ cin? 
ie ] (sin“ 5 — sın era # en’(a—b) = V el he ER | 
| 1— sin’ «sin?’y ’ (1— sin’ «sin?y)sin? > 
5 Fa . 2 2 B.. : 8 / ne e.. 2 2 . B. . 2 
In’(a+b) = V< - ed. in(a—l) = ) cl fr ihren ) sin? cc 
(sin® A — sin’ «)sin“y sın? 5—Sın?« 
A u (sin? A__ein? 
sin’? — sin?« /(sin? — sin” «) 
d — U (a—l) = V i 
dn’(a+b) = | Fr ru dn’(a— b) sind c0se 


ne 


E formulis his simul patet, esse parametrum @a>b, et esse summam 
atb<K. 
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11. 


Progrediamur ad rectificationem arcus AM = s; «uem in finem trans- 
formetur radicale 





O8 
4 > V(e + 2g sin y). 
. 1— (sin«@ + sin Z)siny ; a a 22 E ’ 
Qua dr = siny et in y=sın P— (sin P—sın a)sne’u est, oritur 





ER En 
V(e+2gsiny) = V Mei 2er) . vI; OPMBEN. Iesne?u 
O ) sıny -1+-sin 7 siny er f 


. siny 

y* [ . . . Ü . .. 
1 ro memiıneris esse ın artıculo 3. mn —Z | u U ac S 

N) ve (8 ) 2e(14+sin ?siny) „da Ihıbiıtı 

sıgn1S noVIis 

/1— sin e@siny /(sin #4 sin «) siny 

—— ei y' — l — . 


— Y 1+sin/siny’ jur y" 


es — 
1 +sin sin; 


relatione 2° +»? = 1 inter se coniunctis, oritur formula 


f Br % Hr) . V(k"?—y'?dn’u) 
Ve+2gsiny) = „Ve —K’sne’u) = — V(dn'u—v") = —— — u 


n 


1 V(v? kr—y"? k’en? u) 
1. Vle+2gsiny)= —- re 
29u.Vf vr y” k'?.cn? u) 
dnu 





Quia vero I = 2m.Ou, est ds — ‚ quae formula posito 


z=enu abit ın hanc: 
— 292) (v’ k?—v”l?.2?) 
APR) VASE) ' 





O5 == 


a r i . i i v'k 
Ut integratio contingat, alıum adhibeamus modulum A —= 5 et alıud argu- 


\ . | )"snv.ov ch = 
mentum e tale, ut sıtz= snce, quo fit — 9; = = ‚ posıto A =V(1-—.ı7). 
Formulam transformatam invenies 


9 2/1” k'v.Ov 
s = 1— (1— X") sn? v D 
a ’ A yr 4" sn’'psne'p.ov 
f ‘ i Ba ee ee Ach 
cuius integrale comparandum est cum integrali ‘C(e,p)=/ error 


relatis functionibus argumenti e ad modulum 


{ ky' 
2. } . 


v— v'k ’ 
et relatis functionibus parametri p ad modulum complementarium 


., Vor) 
3. Na 
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Sı vero hunc ın finem ponimus dn”p=]1 — "1, facıle negotio eruuntur 


valores sequenles: 


sn'p=k, sncp=v, 

A en’p = k, et encp =v, 
k y 
dn'p= 7 dnce'p= 7 


Quia ex his componitur A” sn’p sne'p=N”k'v, oritur formula admodum simplex 
d. arcus AM =s=2.'C(e, p). 


Missis signis » et »‘, moduli novi computantur e formulis 














1 (sin? 3— sin? e)sin? - sin? +sin.« af sin? ?— sin? « 
6, 1-—sin? @sin?y cos« 1 +2sin « sin? + sin? « ’ 
Wp /1— sin’ Asin? v_W8sPy, ı/1-++2sin «sin ?+ sin? 
1— sin? sin?) — cos« F I+2sinesin?+sin®«' 
Qua snee = enu, ence = snu, Nine = inu, functiones modulares argumentı 


- 


novı e ad modulum A referendı determinantur formulis sequentibus: 


























17 (A+sinesin; ) (sin? —siny) 
Ssrıce = 
(sin, ?— sin c) ( 1-+sinysiny) ” 
V /A+sin 5 ’siny) (siny— sin ce) 
e E; » = Tr N Vessiättuer 
ar (sind — sine) (1 +sinysiny) ’ 
N (14 sin Asiny)(l— sin «siny—sin Asiny+sin; ‚siny) 
dnce = ana 
Vv (1 sinesiny)(L+sin; siny) 
’ ] (1+sin«siny) (sind — sin y) 
ı i/nceve = —— 
Eu (1+ sin Asiny) (siny—sin«) ’ 
7 et 
(1— sin esiny)(siny—sin«) 
snıe = ee 
(sin / >— sine) (1—sin« siny — sin Asiny+sinysiny) ’ 
(14 sin Asin ; y) (sin P—siny) 
ene = n = 
(sin, SPAN Ber Tree — sin Asiny+-sinysiny) ’ 
' (l—-sin; 3 sin ; „JA+sin; siny) 
anne = 
V (1-+sinesiny ) A sinesiny—sin Asiny +sin} siny) ’ 
(1—sin« sin N) (siny— sin 1) 
ine = V‘ u Car. ze 
(l+sin, ’sin; )(sın, I—sin 1y)' 


in quibus loco factoris magis compositi 1—sin « sın y—sın Psiny+siny sin y 
substitui potest simplicior et ipsi aequalıs 
siny 


22 .(e + 2g sin y). 


Functiones denique modulares parametri p referendae omnes ad modulum X’* 


exprimuntur formulis 
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/ ige en .. /I-sin esiny 
ve 1-+sin dsiny a 14 sin? siny 
2 (sin $— sin @) siny ; /(sin $— sin Bear 
MP: e- I+sindsiny >? gg A }  1+sin/sin; 


/ 


in'p = V a 2 —- 


et 
/ I1+sinesiny 1— sinesiny 
(sin ?— sine) siny ’ 


—- inc p = V..—— —— 
(sin ’ + sin«)siny 





(sin, 7+sin ct) sin; 
u +sin Ü sin; 








1% (sin $— sin @) sin y 
1—sin«siny ’ 


\ dn‘p = dncp = V 


SıL et L‘ sunt quadrantes modulares referendi ad novos modulos % et 7‘. est 


arcus curvae inter duos vertices sibi proximos, 
9. AB=2.'C(L,p), 
quia ame=}m est, sı y=ß sumitur. Quare arccum BM=2('G(L,p) — C (ec, p)) 


Invenis, sive 


10. BM=2.'D(L—e, L'’—p). 


Formulae erutae (5., 9. et 10.) ad superficiem sphaericam eam relatae sunt, 





cuius radıus est unitas, quare ipsis adıiciendus factor / est, si eas vis referre 
ad superficiem sphaericam eam, cuius radıus penduli longitudo / est. Etiam 
omnes hae formulae valent, sı applicata « verlicis superioris A est aut posi- 
tiva, aut negitiva, aut =. 

Pevertendo denique obtines formulam, cuius ope applicataım y ex am- 


plitudine data ame computare queas, hanc 


1 E sin«e(1—sinesiny) en? v+sin AA +sin, ’siny) ‚EN? v 
ü sın a ui nn: 
h ae (1—sin«sin; ').en vo +(1+sin, ’siny)sn?v 











+ sine sin; 
1 — sin « sin, 





2in'pdn‘ 
Qua /n’2p = T- 4 


‚invenis — in‘2p sive 


n"pdn'?p’ et in’ p dn‘p — V 


yia—sin®’ ce sin ?,) 


in‘(2L'—2p) = — Ei 


sin esiny 


) 


unde perspicis esse duplum parametri p quadrante moduları Z‘ maiorem. Re- 


liauae functiones areumenti 2L’— 2p sunt: 
] n 


sn‘ (2L‘—2p) = Y(l1— sin? a sin?y, 
en‘ (2L'’—2p) = sin «a sın y, 

2 dn‘(2L‘’—2p) = sin } sin y, 

+ snc‘ (2 B4.. 2p) = sn‘ (2p Las L‘) a 


sın, ß 
1% (sin? 3— sin? ce) 


enc' (2L‘’— 2p) = en’ (2p—L') = —- en - 


\ 
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12. 

Ut ad curvam reciprocam nunc procedamus, revertimur ad formulam 
h 
V(e-++2g siny) ’ 
lege coniuncti cum puncto mobilı M, cuius applicata est y. Substitutio valoris 


| i , ! md 1 
V(e+2g sıny)=_ =} (?—k”snc”u) praebet sin y' — "7 TTV 7 Tue 


/ L 
VvA— — snc u 
v 2 


sin y’ = qua determinatur applicata y‘ puncti MM’ reciprocitatis 


2? cin» 
h? sin} 


I? _ (sin#—sine)siny _ sin’#—sin’« | | 
V i I = c0s 
v 22(1—sin« siny) | 


vero — = = — et 
y*  1-sinesiny cos?« ’ 











invenitur, oritur at simplex: 
cos cos 
— Vleos?eene’u+ cos? Psnc’u) ’ 





u; sın y' 


quae exprimit, quaenam functio argumenti variabilıs z sit applicata y’ puncti 


Ge . Ä a 17 /k®—v®hren’u 
reciproci M’. Sı vero substituis valorem VYle+2gsiny) = - V- 
’ mY en?u+k' sn? u 








k* 
| l—-Zsn’v 
I | v*. —. k s " 4 _ mh J v* . ° ] 
— —  oritur sın = — SsıIv - 
m _ , Y er 72 , Sive magıs reducta: 
en?v na" Te de —_—_— 
y? 
2 2 Be 2 En u A 
sin y' = V(cos’a.en’e + cos’ßP.sn?e), 


quae edocet, quaenam argumenti e functio sit applicata y’‘ puncti M“. 


. . » .y. j D . eo los ht 
Quia celeritas puncti mobilis M in curva primitiva est — = x, in- 
cl ot sıny ” 
/2g(cos’aence"urcos’Asneu) . . ww‘ 

sina-+ sm ‚ sı ıpsam vis habere 





venis celeritatem hanc we 


(functionem argumenti u; sı vero vis habere functionem argumenti © novi, 


eadem celeritas est 


N X cos? «cos? ? 7 
Pr. | cos? «cn?» + cos? Psn? 5)’ | ar 


13. 


Si T est arcus circuli maximi curvam primitivam tangens in M, usque 








ad intersectionem lineae abscissarum prolongatus, et quadrante non maior, est 


V (eos?y—sin?y') 


tang y . . . . 
et quıa sın y‘ — cos Y. sın 4), ideoque cos = - 
c0Sy 


tang T = et 
siny 


V (cos’y'—sin?y)' 





oritur formula tang T= E praeceptis Geometriae sphaericae 


insuper notum est, arcum 7’ aequalem esse angulo 9%, quem circulus maximus 
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curvam reciprocam tangens in M‘ faciat cum applicata y‘ huius puncti; quare 


. . Zn cosy'.ox' 
sı x, est abscissa puncti /W', valet formula tang 7’ = tang 9 — == - ge- 


« 


neralis, sive 
= siny.dy' 
dat = 


.c08y'Y(ecos’y—sin :y)’ 
quae est curyae reciprocae uniuscuiusque aequatio differentialis, dummodo 
relatio inter sin y‘ et sin y reverli potest, quum valor ipsius sin y hac rever- 
sione inventus est substituendus. 
i h 
Y a i ° 
V(e+2gsiny) 





Formula sin facıllıme revertitur, et cum hoc modo 


inveniatur 

a h’—esin? y 

u ira '2g sin? rc 
substitutione hac ıllıco oritur quaesita curvae reciprocae aequatio differentialis 
—+(h’— esin?y!).Oy' 


cosy'V[4g* sin* y' cos? y' m —esin?y')?]' 


d 





Ox‘ == 


Pro inıtio abscissarum x punctum sumamus 1nitio abscissarum x e diametro 





oppositum; quare crescente abscissa & simul crescit abscissa x‘, et cum cre- 


f . h 
scentibus x et % ob formulam sin y' — d scat applicata 
Y Y = Yeor2gsiny) deerescat apı licata x‘, 
signum inferius — praefigendum est formulae erutae, quo fıt curvae recıprocae 


aequatio differentialis ab omnı ambiguitate lıberata: 


: — (h? —esin"y’)Oy" 
cosy 'V[4g* sin® y'cos’y’— (h?—esin?’y')?]' 





1. %ı = 


Angulus 9 nunc est obtusus; si vero © angulum deinceps positum acutum 
» m g —_ —cosy.ow, 
esse volumus, formula supra allegata mutanda est; nunc fit tang | “um 
Oy 


quare est 





| uudeine Ma esintg . 
or > > 
2 ann Yldg? sin! y’cos?y+(h—esintyyj> Feoque 
i  g% h?—esin? wy 
sınO' = 


— 2gsin?y’ cos: ;yl' 
Puncta et huius curvae diecimus vertices ea, quorum angulus 9= 37, et qua 


. . . oy! . . . . . . 
in ipsis 5, =, illorum applicatae sunt aut maxima aut minima. Aequatio 


qua determinantur vertices hı, est 


48°” sin! y' cos y' — (’—esm’y)” —=0, sive 
4g’—e? Mb, . h* 


— 48’ (sin’y' — gg sin y— 5, sin Y-Z =) == ©. 








208 12. Gudermann, de pendulis sphaericis. 


Radices huius aequationis omnino congruunt cum radıcibus aequationis 


4do?— e? h?e h* 
cos’ y — = cos’ y — 22? cos’ y + 12° —( 


. . es . . . . 2 D 5 
in arliculo (7.) inventis, et quum huius radices sunt cos’y=cos’a, cos®’y=cos’ß 


1 = 
-, ıllıus radices erunt 


7 
et cosy=— e 
J lang“ ; 


in’y = cosa, sın’y = co?ß, sm’y = — IN 

sın’y = ,„ sın’y' = cos’ß, y= tang?y ’ 

Bi >) a d 2A 2 Eti: 
quarum, quia a p esse suppositum est, secunda cos’ D < cos’@ est. ıam 
huie curvae duo sunt vertices reales A‘ et B'‘ reciprocitatis lege coniuncti cum 
vertibus A et B curvae primitivae. Formulae enım 


c0Ss@ cos? 
V (cos? @enc” u-+ cos’ Psnc” u) 





sin y=sın « snc”u # sın P enc?u et sın MM 


posito u=0 praebent sıny = sina et siny’= cosa, et posito u=K prae- 
bent sin y = sın? et sın y' = cos. uare applıcata vertieis A’ est Ir — u 
I 2 

et verticıs DB’ est Im — PB. 

Etiam curva reciproca tota continetur inter duos circulos minores, quo- 

| 1 

rum radıı sunt a et , et qui paralleli sunt lineae abscissarum; curva et hos 
alternatim tangit in verticibus 4‘, .B‘, A',, B',, A',, B,, etc. Vertices A’, A',, 


A',, etc. sunt vero inferiores et vertices b’, B‘,, B’,, etc. sunt superiores. 


Simul patet, esse radicale Y(4g? sin'y‘ cos®’y' — (h?— e sin?y')?) 
— 2g Y[(cosa® — sın?y‘) (sin’y’ — cos’ ß) (sin’y' + col’y)] 
28 


= zn, V(eos’a — sin?y‘) (sin’y‘ — c0s°ß) (cos’y + sin’y.sin’y‘)], 


ita ut applicatae %* limites sint 3m — a-et 37 — P. 


14. 

c0S cos 
V (cos? @enc? u+cos?Asnc” u) ante 
mulae, quarum ope functiones modulares argumenti z ad modulum % relati 





Kevertendo aequationem sın Yz untur for- 


computantur ex applıcata y‘ puncti M', scilicet: 
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/ une 1 cos A nut Dem — cos? P) 
7 (c0s?a«— 608? 2) sin?y' 
/c0s? Bloos® a in?y ) 
BE =] (c0s?«— 008? 3) sin?yl ’ 
cos 7 /sin? y’— cos? EB, 
incu = cos »V cos? «— sin? y' 
cos? 9 (cos? 7+-sin?y sin‘ y), 
dneu = Y (1— sin? sin?) sin? y' 
1. el 
‚ d-—sin? Asin’ y)(cos 0 —sin’ Y)_ 
sn u =] (c0Os ?— | P)KCcos?; kinkiug y') ; 
’ (1-—sin? sin ?y) (sin? y'— cos?) 
ER ) (cos? @— cos : 9) (cos?; a y) 
(1— sin? 7sin?y) (cos? @— sin” u!) 
in u =| (1-sin?esin?, ) (sin? y'— cos? 3) ’ 
N V-! _ Ad—sin’ «sin By 
\ cos? « (cos? ; ‚+sin?y sin?y') 
FE. formulis his differentiando nancıscimur: 





Ou — Isiny! 


cosay(l—sin?Asin’y)  YVl(cos’«— sin? y!) (sin’y— cos? 2) (cos?y+sin?ysin?y')| 





quare, si brevitatis causa paullisper ponimus 


nr he est 
— 2gcosey(l1—sin’Asin’y) ’ 


—o) siny! 


V(4g’s sın in y' cos? Y — (4? — esin?:? 2 yl) ”) = mM. OU, 


qua formula utimur ın integratione acquationis differentialis curvae rec: |procae 





in artıculo praecedenti inventae, et quae nunc fit 


n(ch’— e sin? Ey) ou n(h?—e) 
I = — a ned u 
OA cos? y? = neu + costyl ' OU. 


(Juia vero 
(1—sin?, ?sin? y) cos? a — (c0S? a— 008? fi 9)cos?y .em” u 


FIT 3sin?y-(cos? &@— c0$° A)sin?ysn?u . ideoque 





dl sin, ’sin’, )sin?«-+-(cos a— 08°, I).$n? u 


cos? a Te a a — ieh es ) 1 
- Zur 1— sin? 2 sin?y+(c0s?«— cos? sin? yon: u’ U prımo 








u+n(l?—e)./f 1— sin? 3sin?y + (cos? a — cos? A)sin“ 7. sn” u 

x=ne. | ee), - 

. I d-sn2 3 sin? „jein? @ + (C08?a— cos? A)sn?u' "" 

. A+Bmu__ 4A, BC-AD mu 

Et qua CaDau 0 + ee u duce hac formula invenis 
1-+— sn’u 


C 


decomponendo: 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd, XXXVIH. Heft 3, 98 
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sn? u.0u 
sin? 3— sin? « SR 
+A-sin 3sin?; sin? cz ' 


h?—e 


)-u—M./, 


sin? « 


4 


"nl + 











sn’ u 
brevitatis causa intelligitur 
| n (h?—e) (cos? «— cos? A) (1 — sin? «sin? DR 
M= Ba 2 
(1— sin? A sin?y).sn’« 





k? in’ a’ dn! a‘ .sn”u.O0u 
o en®a' (+ A” tna'.sn’u)’ 





Integrale hoc comparandum est cum S(u, a‘) = 





ponendo 
eynlagl — sin? #—sin? « u /1—sin? ?sin?y)sin? « 
EREIE N (1— sin? Psin?y)sin’« ’ ne V  sin?, 3— ine 





29 2, h . . 
y. ee esse in artıculo (10.) 


quae formula, quum in’(a—b) = sin? — sin? 


“ 1°’ 
vidımus, edocet esse parametrum 


=K’ — (a—b). 
2: f k? in‘ a! dn’ a‘ 
Quia ınsuper inventunr ——. 7 — =M, est 
en”a 

U =n(-+ use >). u = S(u, K’—a+b). 

| sin? « Te 
Est e siny n(h?—e) h?—e siny 
ws vero ne = 57.» ; ger a u u EEG 

8 ae 3sin?; „et sin? « 2g sin?« " cosey(l—sin?? sin?y’ 
u h’—e cos” i ' 
quare, quia 5, +5... = “ reducendo invenitur, est tandem 
S gsın a sin« 
siny.u 


- — $(u, K’—a+rb). 


 tangeyY(l— sin? sin?y) 


ER ” snc (a— er 5 

Qua integrale S(u, K’—a+i) = ra — D(u,K'—a+b), et quia e 

| a .  snc’(a—b) ind ER 

formulis articuli (10.) componis sn(a=)) ” ngaVdi-sin?Bsin®7) adhibita 
BE id 

relatione sın y — sın P= 1+sinasinß Invenis 


3. x’ = mhu + D(u, K-a+rb). 


qua in formula signi m idem est valor, qui in articulo (8.), scilicet 





| | sin y | ] | c0S@C0S IC0Sy _ c0S « c08 3 
Bar Se que mh = 77: WPR,° 
2g(1-+sin Asiny) > 'FFOAUE 


n= _ 1+sindsiny  V(A+-2sine sin d4+sin? 2) ’ 


et quantitates a et 5 eaedem quae in articulis (9. et 10.), 


19. 


praeceptis Geometrilae sphaericae notissimum est, duabus curvis re- 


ciprocis aequalis esse lineas subtangentes ad puncta reciproca pertinentes, ce! 
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quadrante non maiores. Quam lineam subtangentem sı = 57 — D ponimus, 
est tang(3T— B)=cotP=tang 9.siny et cot BD = tang 9%. sin y‘, quare 
Iinvenis 

h siny (h?—e sin? /') siny‘ 


1. ct ®= Yoerdgsiny)oosy—nj, Et OP Yigg siny’oos®y—(h—esinty)]’ 


ıdeoque 
htangy (h’—esin?y‘)tangy‘ 


Vagsinype_iy, Ct cs P= Vl4g* sin y —(h?—esin?y')?|' 





2. cos D = 


Insuper notum est, abscissarum ad puncta reciproca pertinentium differentianı 
esse complermentum lineae subtangentis, sive 
2’ — 1 = DD. 
Vice versa est = x — ®, ideoque 
3. = mh.u+ D(u, K'—a+lb) — ı. 
Quare praeter formulam & = ‘D(u, a) + D(u, b) articuli (9.) aliam inveni- 
mus, dummodo argumentum u ex applicata y computas ope formularum 


(3. artıculi 8.), et parametrum K’— a+Ö, aut ope formularum (1. art. 9.), 
aut ope formularum artıculı (10.). 


Arcum auxiliıarem & etiam computabis e formula 


'  c08@c0sPcosy 
csPp =t Ya —— — on, 
4 . . siny.siny—sin «sin 





Quia in verticibus ipsis est D=0 et cos BP =1, formula fit 
d. A = mh.K+ D(K, K’—a+)b), 
in qua, uti ın articulo (9.), est X abscissa verticis B, abscissarum initio ita 


sumta, ut abscıssa vertics A sit =0. Vides ergo esse abscissam X = X‘, si 
A‘ est abscissa applicatis punctorum A‘ et B‘ intercepta. 


16. 


Sı arcus curvae recıprocae A’M' = s‘ ponitur, nota formula 


| 4 — 22 ,sin?y' .Osiny' 
95° = Y(Oy'’+cos’y‘.9a”) praebet 05 = ee na] » Sive 





simpliciorem 


ds‘ = 2ng.sin?y’.du, 


quae substituto eodem valore, quo in articulo (14.) usı sumus, functions sın?y‘ 
abit ın 
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a (1 ran’ Rom: adeon? @— (sin? 5 7 —sin?«). ee Sn? u 
= 2ng > 


1 — sin? sin? ; '+(sin? ? I— sin? «) sin’ysn? u 





quare decomponendo fit 


= 2ng cos®’a.u— M ne 
0 
1 > 


sn’ucu 
sin? (sin? ?—sin?«) 
1— sin? 7sin?y 








Sm? u 








2ng (sin? #— sin? BI lan «sin?z) 


; Imenihälien ie Sein Me 7) ai 
sı brevitatis causa intelligitur M= IA, . Integrale 





r; k? tn’ b’dn!b'.sn?’u.Ou 
0 


sı comparatur cum ıintegrali S(u, 5‘) = PR TITG ERWETFOTURF EEE 
«,/ L 


ponendum est 


sin’ z(sin?3— sin? «) 1—sin?bsin?y 


(sin? 3 >— sin? ° «) sin? , > 


kin”b' = 








‚ sıve inceb’ — V et cum idem 


1— sin? 3 sin?y 
radicale est valor functionis Zn’(@a+b) in arliculo (10.) inventus, est 


kK'—b'=a-+b, ideoque 


b'=K' —a-—b, 
Oo ar k?tn!b! an!‘ __ k*tnc/(a+-b)dnc‘ (a-+b) i 
uum porro productum ———.— = —— -— compositum e va- 
s proi en’ap' enc® (a-+b) composıtt e va 
lorıbus in artieulo (10.) functionum modularıum inventis reperitur = M, 


patet formula simplicior 
= 2ng cos’a.u — S(u, K'—a—b), 


snc'(a+b) 
ei cum ınsuper m(arl) 


l. aru #M'=s'= D(u, K'—a—)), 


in qua functiones argumentı z sunt eaedem, quae in formulis (1. art. 14.), 


= 2ng cos«a esse levı negotio monstrabis, formula hit 


parameter vero A‘ — a — Öb compulatur aut e formulis (1. articulı 9.), aut e 
formulis articuli (10.). 
Si arcum I'M inde a vertice A’ usque ad verlicem proxime sequen- 
tem ‚5‘ vis extendere, argumentum u=K sumendum est, quare est 
arcus SB’ = D(K, K' —a—J). 
Quia vero arcus BM=Ab'— AM=D(K,K'-a-b)— D(u, K-a-b), est 
2. arcus DM = 'C(K—u, a+rb). 

Arcu AM = s‘ etiam uti possumus in invenda quadratura sive area f 
curvae primitivae, E praeceptis Geometriae sphaericae generalibus circa areas 
fıgurarum sphaericarum, quarum latera sunt arcus curvarum qualiumcunque, 
applicatis ad inveniendam aream quadrigoni f, quod praeter angulos tres rectos 


continet angulum © formulis (1. articuli 4.) determinatum, et cuius lateris 
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AM versus quadrigoni aream convexi arcus reciprocus est s‘, patet formula 
f=9+s’— it, sive 
f= D(u, K—a—b) — (37—9), 
h 


= cosyVle+2gsiny)> ©! 


et quia cos (4T—9) = sin 9 = 


. h 
" area/ = D(u, R'—a—5) — arc cos Fe 


OQuia in verticibus ipsis est zm —9=(, invenis aream 
4. F=D(K,K'—a-—b), 


ideoque arcuı AB aequalem. 





27, 


Integratione eruenda superest «madratura curvae reciprocae; si f’ est 
quadrigonum, cuius latera sunt abscissa x‘, arcus AM = s‘ et applicatae 
punctorum A’ et M', est 9’ = sin y’‘.9x‘, ideoque 


a — (h? —esin’y). mn 4 .Osiny 
cos’ y!y (Ag? sin? y' cos’ y’—(h?’—e sin? y’)?] 








Ut integratio huius formulae differentialis succedat, adhibendae sunt functiones 


ınodulares argumenti e, relatae ad modulum 





I-sm «sin?y 





K 


(sin? — sin? «) sin?y ’ h 
V ‚ cuius complementarıus est 


di a Psin?y 

Mi 1-—sin?’«sin?y' 

E formula sin y' = \(cos’a.cn’e+cos’?.sin’e) derivabis sequentes: 
cos’ «— sin? y! 


ul # cos? «— cos?’ 


1 'sin?y!— cos? 8 











oe == 
' - cos? «— cos 23 e 
1 /cos "e—sin? y' 
ine =V =; 23° 
sin? y’— cos 
] /c08?y+-sin?y. sin? sg 
uralte V we 


e quibus differentiando obtinebis 
N — siny' Osiny‘ .yA—sin? «sin?y) 
EP = YICcos?« = sin? y') (sin? yl— C08°; y)(cos?y+-sin?y')] 





Sı nunc brevıtatis causa 





sumis 








( — 


Sı ın hac formula substituis cos’y‘ = sin’a + (sin? —sin?a).sn?e, 


tegrandam 
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siny 


un 2>°yV(1—sin? «sin?,) ‚ est 


n 


— sin y'.o siny‘ 








vide? sin* Y ’cos? yl—(h?—esin? y 2] zZ n.oe, ideoque 
n(h?—esin? y). OV ‚ . n(h?—e) 
cos? y' de u 0 cos?y' 2 


habes ın- 











Qua vero 


dn’q 


ad modulum A’ referuntur, ponamus A? 


Jo sm 


= rn +ND(e, Q), 5 


a BER n(h?—e) Ov 
zZ neo ——— pe ver an 
J sın? « o, .sind—sint«e , 
1+ je sn“v 
sın?« 
Ov u 
qsme'g(l+22m®g.sne)  smgsneg SI “er BERN 


ı functiones argumenti e ad modulum A et parametri 4 


sin? 5 — sin? « 








in” u in sıve 
aa 1% sin? « | 
“IT smd-sine:, TUare 
EN sine 
2 / Yu sin ä ; 
dn’g = sın ß sin y, 
eng =sın a sin y, 


sn'g = YV(l-—sın?a sin’y), 





1 1 _ n(h?—e) p 2 r 
5 & Ser 2 
quıbus componis qsnc' Fe u atet ıgıtur prımo lormula 
= ( 
f=ne+ 7, =, .e+ D(e,g). 

... dn’q _sinesinsin?y ' 1—(sin«+sinf)siny 

ua vero ;—ı_ = ee e = .- : 
\ ing  Yd-sin?e siny) - VYa-sinesinzä) , Umma 

dng _(l — sin esiny)Ch—sin, sin m coS?y E ; 
nıe u 4 > 
+ we "VA-sin? @sin?y) = Ya-enaain,) invenitur, ıdeoque 

area 


formulas (2.) 





coS?y.v 
V(l—sin? @sin?,) 





= 
comparas cum formulis (12. art. 11.), videbis esse 


21 — 


3+D(e,g). 


2p = 9, 1deoque 
=l'—iy 


ei 


4. g=L—p, 
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. s . ; dn’g-+en'q 
a .ıl = u A > 
Eadem relatio etiam hoc modo pateflit. Quia dn’sg Ipang > 65! 
-) (sine+sinf)siny _ 
 1+sinesiny 


a area /‘ e praeceplis Geometriae sphaericae generalibus alio 
etiam modo computatur. Quadrigonum f’ praeter angulos tres rectos continet 


angulum quartum angulo © deinceps positum, et quia lateris s‘ versus qua- 


dn‘: = dnc'p, quare 39 = L‘—p, ut antea. 











drigoni aream f‘ convexi arcus reciprocus est AB=s=2.'C(e,p) in artı 
culo (11.) inventus, valet formula 


f=s+3rT— 6% sive 


h?—esin? y! 
9. f' =2.‘C(e, p) + arc cos — 








ın qua argumentum e determinatur formulis modo inventis (1.), parameter p 
vero formulis (8. art. 11.). 


Scriptum anno 1846, m. Januarı). 


————— ee 
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13. 
Untersuchungen über die analytischen Facultäten. 


(Von dem Herrn Prof. Oettinger zu Freyburg im Br.) 


(Schluss der Abhandlung No, 1., 7., 11. und 17., Bd. 33,, No. 3,, Bd. 35. und No. 11., Bd. 38.) 


$. 47. 


\\ ir benutzen jetzt den Ausdruck (6. $. 46.) und setzen darin fg) = ar, 
/@) = (1— a”). Dies giebt 


] 
u | u A en 
R; A (1 a ) fa OX 
nn: p—l „Gg\n au 1 ) Br } s 1 1 t . 
= af, AAl— a)" dx + af, arl—at) 9x + af, aal—at) ar .... 
Integrirt man rechts vom Gleichheitszeichens nach (3. $. 33.), so erhält man 


R. Eh ar l— a) fa9x 





eh PH, r+t2, 
a rg 1. Rp 
Ad, Ko + a, HH, + 9 SEE 
7 — en — +n|l 
1? (?+1)1° (p+2)1 


Die Reihe in dieser Formel folgt einem ziemlich verwickelten Gesetze. Um 


sie zu vereinfachen, seı g=1. Dann geht (1.) ın 


2. A a l— a) fxdx 


17-11, m pi p’\ 


MD 
= pi (ra pn + 9 Gr+pa ta 








3 (ons Ba 
über. Um diese Gleichung zu benutzen, ist 
Jf=,t+a20 +02” + a2” + a. + .... 
so anzunehmen, dass sie für sich und mit der Formel (2.) summirbar wird. 
Geschieht dies, so lässt sich das Integral (20.) darstellen. Berücksichtigt man 
die bekannte Formel 
3. cos (2n arc.sın Yw) 


w. n"(n’—1) n” (n’—1)(n?—2?) | 
Bun a 72 A Ku en u A 
1 m. Zutrjagg Zu 1234156 Zur 


und setzt are sin Ju = x, so ergiebt sich 











| 
| 
| 
| 
1 








| 
| 
| 
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n’l 


21 
4. cos2ne=1—n. T (sin ©)’ + (n), A (sin @)' — (n); ji AZ isı(sin ©) + 
3 2 


Setzt man nun in (2,) a —p—1 statt n, und dann statt a,, @,, @a, Ay, .... 


die Vorzahlen aus (4. oder 3.) in die so umgeformte Reihe, so erhält man 


= a 
d. \ ar (1 — a)" far9x 
y-Äılı — l 21 y3ll 


u r p l . 
— pl -(l  Rn.Tz+ (n), . (ai x — (n); G)>" x >... R 


Wird nach dem Obigen fx = cos 2na® gesetzt, so geht x in (sin x)? 
über. Man hat also e=sına, 1—x = (cos x) und 9x = 2sin & cos «dx 
in (5.) einzuführen. Dies giebt aus (5.), wenn man zwischen den Grenzen 0 


und 3 integrirt: 
77T . 
\ (sin 2)’”” (cos Me cos 2nx 


17-11, JP—-r—ıll np p 1 
2 pRı 7 (1 — nz (n), £ ( mn (m Sı + on) 


Die in Klammern BEE ERREEER Reihe führt nach (10. $. 32), wenn 4=p, 


und @=3 gesetzt wird, und nach (13. $. 11.), zu folgendem Ausdrucke: 
Gt „erh 
(zy"! 1-r-! 1m 
Demnach erhält man aus der obigen Formel: 
l- 17-11, JP-r—1l1, 17-311  JN1 
2 . N2p—1 2n—2p—1 R u nen ee RER ade. 
6. J, (sin ©)" (cos &) cos 2nx 9x = 2.1r-ıl1, 1-1, poll 
Diese Gleichung gilt unbeschränkt für alle Werthe von z und p, wel- 
che die Natur der Facultäten zulässt. Im vorliegenden Falle wurde n >p 
angenommen. Bedeuten nun, wie hier vorausgesetzt wurde, n und p ganze 
Zahlen, so lässt sich der Ausdruck (6.) rechts auf folgende Weise umformen. 


Nach ($. 13.) ist 
17-2 


A Ym  ePAlt — Yo n-J1 — u ER 1.2 A 
1 = ] T, 1 — Ve. In—p ’ 1 =] ". 2n ’ 1 aaa (— 1)r. 1r'2 " 


Werden diese Werthe in (6.) substituirt, und gehörig geordnet, so geht (6.) in 
1?7-11 ‚1227-1 


j»-11 





1, 
7. IM (sin ©)?" (cos ©)” #1 cos 2Znx dx = (—1)P 


über. Setzt man hierin n — p statt p, so folgt aus (7.) 


127 —2r—11 „177-1 1 


in, 
8. F (sin a)” (cos x)?" cos Znadx = (— 1)? am 





Hieraus folgt 
Crelle’s Journal f, d. M. Bd. XXXVIIL Heft 3. 29 
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9. (— 17"? \; m (sin z)F (cos @)” FI cos Anx dx 
—= (—1). fr (sin a)" (cos @)P 7! cos 2nx 0. 


Man kann in (7. und 8.) n—p=g setzen. Dann wrdn=p+y 


und man erhält 
“ . 1?r-111%-1ı 
10. Ei (sin @)? "(cos ©)?" cos 2(p+g)ata = (1 rn 
14 17-01, Jan 
2 . 2n— ir < 
11. J (sin a)" (cos a) cos 2(p+g)acox = (—1). ap 


12. 17 fi (sin a)?" (cos &)! cos 2(p+g)adax 
= (— 1y f* (sin @)”" (cos @)’" cos 2(p+y)a0a. 


Setzt man ın (6.) für p eine gebrochene Zahl und e statt p, so geht die Glei- 


chung (6.) ın 
0 yP p 
BE RER, | | = _ —ıiı —_— — 11 
p 2p 1 q j Y q ‚V q il 


2n— — — 


R “(sin a ı  (cosa) ı cos and = ae 2 
2 1»-111 ıı ya pt 


-111 
Y" 





über. Nun ıst 


Re > F_|, 22-1 (g-pyr1li au er A (—2p+2 "1% — 


70 = I 7"a— 2) = „ 1 = iii 
q 29)" (29)" 
n— . —1 _ +” 4 —41 p n|1 = n-} ı (9—2p)" 7 
| / a | / (3 u q ) _— 1 7 Zur i 


] 1 1’ 2 
n—a l — 2 l _— 
| Zn 1 In u. 


Werden diese Werthe eingeführt, so erhält man nach den nöthigen Re- 


duetionen: 


Lr 27 2» p (—2 2n—1/4 
Be -—1 2n— — —] h — 111, — —|l -2P+9) 
/ (sınc)e (cos®) +  cos2nroxr —=4.1e 1 nal ‚gr 


« V 


Diese Gleichung geht nach (20. $. 26 und 13. $. 11.) in 


1-, 2p 2p 
‘ a un. Deu . 
13. z (sın ©)? (cos ) cos na IX 
2p 
2Zn— — —11 
u (—2p-+9)? 2n—1] En E 5 q 
ag >. rmga-ı sa 
2sin ?. T P Pr 2 


2sin .zı 1 
1 q 


über. In dieser Gleichung kann auch rn eine gebrochene Zahl sein. Setzt 


man 572 statt n und }p statt p, so erhält man 
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1 
Iı p RR .- 7 1 q 
14. Fig (sin ©) (cos ©)" cos nXOX = er 
sinkt Piz! 
gg” 
Für n=1 erhält man 
Iı p p 
a ”,. Ent + en sc 
15. S (sin 2)? (cos) Sa =— i 
0 . pP 
2sin — 
q 





| Es ist noch der Fall erörtern, wenn n und p gleichzeitig echte Brüche 
sind. Für diesen Fall sind folgende Sätze aus ($. 11.) zu Hülfe zu nehmen, 


die sich leicht rechtfertigen lassen: 
16. a (a+d)"* u amd ar'd (a+24)" 2d — ar d 


Da diese Gleichungen für jeden Werth von n gelten, so ist auch 


n | ny 2n| n | n 2n 
— 2l — I2d —'d u 2d ni —1/2d —1d 
17. am (a+.d) m | > a m‘ und am' qm = gg“ 


Eben so ist aus (3. $. 11.) 


s. rl e 














Ausser diesen Sätzen ist noch (4. $. 11.) zu benutzen. Setzt man in (6.) 
N p ka da ” d . E «hä 
— statt 2 und r3 statt » und multiplicirt Zähler und Nenner mit 1,  , so 
ergiebt sich 
p v ' m ee ; p 
— 111 —- — -ı1 _—- -- 51, -} - 
I : 2, 2 m Dn 1, . 1 77 1 1” q 117 | 1 
J (sin ©)? (cos ©)”. (cos —a)lar= Te VE Eh 
v y. jr 1 lıy all y.,ı 
En 2 P|. "I 
u F 2 - 2.4 Er 1” q | P_ı 1 y | r 2 
Nun ist 17 "= 1 —— —, Fe 2 May. 
u ı X = 
BA Ei 1 m. - 11 ST . e . .. 
und 17° 17°" = ———, Werden diese Werthe eingeführt, geordnet und 
cos — 7 
q 
nach den Gleichungen (18. und 17.) behandelt, so ergiebt sich der Ausdruck 
2P _ 2n „= au 
In 2p =_», 2n p 17 1m 4 
19. N (sin@)ı  (cosa)n 9 cos „, Wow = cos a u 
— il 
1” 
Wird hierin 3p statt p und 5 statt z» gesetzt, so ergiebt sich 
P -ı1 = p j 
gr I a_n- n pr 1% ir 4 
> U —1 ——1 n pP? 
*)y n Fi m q — 7 — — m r 
20. J (sin)? (cos) cos „, Bow = cos 5, Es 


Vergleicht man (19.) mit (7.) und bemerkt, dass cos pr = (—1)” ist, 


20 * 
cz 
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wenn » eine ganze Zahl bedeutet, so erkennt man aus der Uebereinstimmung bei- 


y ® “ p n . r .. 
der Gleichungen, dass (19.) auch gilt, wenn r und _ in ganze Zahlen über- 


gchen, oder wenn g=m=]1 gesetzt wird. Dies gilt nicht von (20.). Diese 
Gleichung stimmt nicht mit (7.) überein. Die hier gemachten Unterschei- 
dungen, welche in den hierher bezüglichen Schriften nicht gedacht wurden, 


scheinen nöthig, um die Bedeutung der vorstehenden Gleichungen zu fixiren. 


“ 


. os . ) 
Man kann nun allerdings der Kürze wegen in (20.) p statt E und z statt 


n IE 
„ schreiben; dann geht diese Gleichung ın 


In 17-11 J»-r-11 
21. „7 (sin @)P! (cos a)" cos nad@ = cos43pr X — PH 
über. Für zn + p statt n erhält man hieraus 
” jr pa 
22. KA (sin a )P”! (cos a)" cos (n+p)w0x = 008 53pr . ya” 
u.s. w. Diese Gleichungen gelten jedoch nur unter der Voraussetzung, dass 


rı und » gebrochene Zahlen sind. Vertauscht man in (22.) p und n, so folgt 


14 | 17-1 ı, ]r—11 
23. / (sin @)" (cos a) cos(n+p)weow = cos;nn. mu 
« 0 i ) 


Aus (22. und 23.) erhält man 
24. cos ı nr Si Gin a) (cos a)" cos(n+p)wcx 
== c08 pe (sin a)” (cos a)" cos(n+p) wor. 
Multiplicirt und dividirt man unter der Voraussetzung, dass p und z Brüche 


sind, die Gleichung (6.) mit 17°" und 17?!, so ergiebt sich auf ganz ein- 
fache Weise: 











DE an zu Yin-2  Tr-p-ılı pop gp-ljt 

25. J (sın z)P (cos )"P cos 2nrör = tangpı' Weir 
Diese Gleichung lässt sich auf die Form 
If) c f eı N\2P-1/, .\2n-2p-1 _ Da Die nu. | 2—2p)"?. 1er? „hi 
26. 7 (sın 2)” (cos .r) cos ZNLOT— Zn ja 
bringen. Für zn + p stalt z» wird daraus 
2 ” (sin. 2)? (cos)! cos 2( FOUR BEE) u. . chin 2n0i. nn 
u I BR ala be nenn 2tang pr 12-+2r-11 


Es lassen sich aus der Gleichung (2.) noch andere Ableitungen ma- 


chen. Wird nämlich in (2) p=},n—3—1 statt n gesetzt, so er- 


hält man 


























13. Oettinger, Untersuchungen über die analytischen Facultäten. 221 


a, (5 2) as(z Pi 


a: 1-31 17-311 ai 
Ri x” (1 — a)” fx O0 = u (a, + > ns > — 73 I >... .) 


Wird nun wieder die Reihe (4.) benutzt Fi r statt nn gesetzt, so ergiebt sıch 
2,1 


man Vn. 17-311 r.r r? yall 
I pe = pn l-Z er) (r), RE) 


wenn I Grenzen dieses Integrals 2 0 und 1 genommen werden. 


Wird bierein f& = cos 2rx eingeführt, so erhält man nach (10. $. 32.): 
2 n / 1 an 
28. Fi (cos ©)”"2 cos (2ra)dır = V7 nn : in = a 


Die Gleichung geht, wenn Zähler und Nenner mit 17" multiplicirt werden 
und dann n +1 statt n gesetzt wird, in folgende über: 


z.1rl 


29. IM (cos 2)” cos 2rrör = —— Zimt, Jotri perlı 


dieser Gleichung sind 2 und r von einander unabhängig. Setzt man 
vr = P=-g und 2n = ptg, so ıstn+r= p undn—r= I und man 
erhält aus (29.): 
T. JH 


It 
30. J, (cos © cos(p -g)rör = = Sri pl yi' 
Geht rn ın k über, so ergiebt sich leicht folgende Reductionsformel: 


L 21 1 
31. $ cos2)" = cos(2rr)dr = sur urn F (cos 2)” (cos?2r.r)er. 
0 ( J ( ) 2% (m ' ry*!(n r)* l . \ )” gi 


Diese Ausdrücke lassen sich auch umformen. Setzt man nämlich in 


(2.) 3m — 7 statt « und entwickelt cos n(3T— x), so ergiebt sich 
] 


37 cosznz pr 
J (cos 2)?" (sin «)"?" (sinne)dr = — = ut cos ar" (sin. ey"? (cosnr) dr 


608; u. en 
sinsnz Jr-ul 





Aus (21.) findet sich, wenn man n — p statt p schreibt: 

1,-r-1 1 ]>-1 l 

\ 1-1 Br = 
Wird dieser Werth in die vorstehende ErYBER eingeführt, so erhält man 


HT 
S (sin @)"7"! (cos cos neor = cosz(n—p)r. 
0 


In 008 3P7 — 0085 INT. .C08; (n— ‚)7 1- Bi 
” „N\—Lf.: n-p-l/nm o%xc= _— E 7 Ku 
J: (cos 2" (sin #)””""(sın ©) zin Im a > 
Wird nun cos 3(n—p)r entwickelt und sihgebühet so erhält man 
608 pr — cosynn.cosz(n—p)n 
sin an 





= sın 3a (n— p)r. 

Dies giebt 

17-11 1,--1 l 
a» 


1 
+‘). 2 — ® — U) m 
32. x (cos x)?! (sin a)" sin ne Ox = sin(n—p)ir . 
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Diese Gleichung gilt, wenn rn und p gebrochene Zahlen sind; wie schon oben 
bemerkt. 

Die Gleichung (30.) ist von Cauchy (Exerc. d. Mathem. Vol. I. 
pg- 368.) und von Binet (Journ. d. l’ecol. polyt. Tom. XVI. pg. 164.) und die 
Gleichungen (7., 22., 29. und 32.) sind von Kummer (s. d. Journ. 17ter Bd. 
Seite 215. u. s. w.) aufgestellt, welcher Letztere die hier benutzte Methode 
dort zu noch anderweitigen Entwicklungen angewendet hat. 


$. 48. 
Auf gleiche Weise lässt sich das Integral 
| zpA j sın bx R e-(ar)’ox 


behandeln. Es ist nämlıch 


Ba? 2525 B.2° 


eg 





Hiernach ist 


> © 
1. J a’! sın bx e-(ae)’ Ox 
I h3 [e .) . e 


i | Br } 
== & / „cr era O5 — m/f, pt? e-(ar)" x + EEE IE... 
Jo 0 0 


Das allgemeine Glied dieser Reihe ıst 
ber—l © 


17-1 4, > 
Nun ist nach (6. $. 36.) 
er 


br 2” her-1 1 2 
F „ mp3 „(az am 
2. ms, . er Or 17-11" (p+2r—1) art?-! 

Wird hier allmälıg 1, 2,3, .... statt r gesetzt, und werden dann die dadurch 


erhaltenen Werthe ın (1.) eingeführt, so ergiebt sich 


ne. 
3. } ggP—1 sın bx e-(«x)? 0x 





PH], r+3, er, 
l2'b b° 1, 0° 10° 


(24) art! 131° (p+3)art? "gn‘ (p+5)art 2er 
In dieser Reihe sind p, 9,6, a von einander unabhängig und können 
also willkürlich angenommen werden. Von ihrer Annahme hängt die stärkere 
oder geringere Convergenz der Reihe ab. Behält man g als eine besondere 
Grösse bei, so ist leicht zu sehen, dass die Reihe um so weniger convergirt, 


je grösser p ım Verhältniss zu g ist. Die Reihe wird immer convergiren, wenn 


g>p, ab ıst. Stösst man die Grösse g aus und setzt 79=1, so geht (3.) in 
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4. \ ae sin ba.da 
Pr" 2? (pt 2 (pH! (94196106 
u = ul — 11° BI «# — mug BR 
über. Diese Reihe convergirt, wenn pZ1lunda>1 ıst. 
Es dürfte der Mühe werth sein, einige Fälle dieser Reihen näher zu 
betrachten. Setzt man p=0 und g =1, so giebt (3.): 


[e #) ® 93 5 
sınbx - b b b b? 
5 [ ge: er = — — — 4- on ” 

" x a 3a? Da? 7.a' are. 





Da die Reihe rechts auf bekannte Ausdrücke führt, so erhält man 


lo e) f] 
” sinde b arby—1 
6. J — e"drzarcbg- =— ivV—1 le — » 
0 2 ® a »V—1 lg a—ıby—l 
Für b=a ergiebt sich 
o& [2 
sinax = 
8. 1 — "da au im. 
0 x 


Wird in (6.) a=0 gesetzt, so erhält man 
” sinbx 

Ss. IE 35T. 

fe J Or TT 


_ 





x 2 
Die Gleichung (7.) gilt für jedes a; also auch für a=0. Für b=V0 geht 
(8.) in (7.) über. Setzt man p=1 und 3=1, so ergiebt sich aus (3.), 


oder aus (4.): 
pe 8 u Bu 
F sin bx.e rm ll u A Bu + ....), 
oder 
so ’ b 
9, r| sin br.e® dr = Ph 
Es ıst daher 


. ng 3 79 
10 } sın x.e”"o0x =; 
Wird in 3.) p=0 und g=2 gesetzt, so erhält man 
"sinde _ a2 1:15 1 Id Drzyel (zZ) 
x ee U u de P1' 3,0? Pıdat . 1745 .) 
Werden die an den Gliedern dieser Reihe nöthigen Veränderungen gemacht, 
so findet sich 


” sinbx ei b? b4 2° 
_ — Be 222 — mu — — — 
1 ( —erai=.(1- 3 (2% + 1.2500 123.7: rt). 


Hieraus erhält man in Ausdruck: 


12, S. a. eo zy zfe ar ds = Vafe Ir 
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Wird in (3) p=1 und g=2 gesetzt, so erhält man 





‚® en y» b? b* b# 
13. J sın ba .e-(ar li ta 57) 
Für =a wird hieraus 
=. ' 1 1 1 1 
14. J sin ax. e(«x) = ,lh- 5 tr56 5.6.7 5675 + -...). 


Setzt man in (3.)p=2 und g=2, so ergiebt sich nach den nöthigen Re- 
ductionen: 





EEE VOHERERRER. ERER Se 3° 
J: EOS = gl am tr IF 12300) 
oder 
2 ea R bVr 
15. / x sın baue) or = — (Bj 
oO ne 
da?e ?° 
Wird 3a statt a und a statt 5 gesetzt, so entsteht 
“ wein] 2yn 
16. / x sın axe?33 9x = —. 
0 e.d 


Nimmt man nun g=3 an, so können statt p die Werthe 0,1, 2, .... 
gesetzt werden. Führt man diese Werthe in (3.) ein und scheidet und ord- 


net die dadurch erhaltenen Glieder, so ergeben sich folgende Formeln: 
_ > sinde ur 1012 RA. 415 /p\" 
17. J — et — —(1- 1,7.3% (2) Fin ,13, (2) =...) 
) 13! /R 1511 b 
I: Ta u a) + is, u ) — vn 
1:31.55 7/5 5313 5\6 551 h\12 
ra \3 7 nn + m 175 (2) =...) 
Mi ih 151,5 /1 5213 /D\6 513 /p\12 
15. /, siniweterine lg - male) Fake) —--) 
151,974 4313 /B\6 453 /p\ı2 
Br" (= —  Jol133 (2) + 1.5135 (2) zur a 
a | a 
12! 1! 5 151 b 12 
+ (m-mG ) + le) =...) 


0 en b BUT; 151 by" 
19. f} x sin x et" oxr = (5 x 15 (4) + jur, ie )- ) 


112° (1 58/6 50 7 
a (3 2 (2) un mı5(2) rang BR 


1:11,25 423 443 A; 4613 b 
+ (rm 13) tm) ) 
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. . . b NER r 
u. s. W. Die Reihen convergiren, wenn als. 


Das hier angezeigte Verfahren lässt sich weiter fortsetzen, und man 
sieht, dass sich das Integral 


2° 
u pr 
\ cr! sin a erlax) 9x 
2 


| 3 
a q Reihen darstellen lässt, welche mit den Grössen 17, 1,',17' 


yo. 


1 1 . [ . 
en ‚1 H verbunden sind und unter der angegebenen Bedingung convergiren. 
Sehr zweckmässig lässt sich die Reihe (4.) benutzen, weil sie sich auf 


das Binomium zurückbringen lässt. Zu dem Ende geben wir ihr folgende 





Gestalt: 
20. I art er: sın brox 
Jr-1 2 5 7 
is ar lee [pha 3 ze [plz ”r — [pl]: a’ 4- 3.3 
Nun ist 
1 / u 
Syar [a-3y-17 - (a+y-1)7 
1 e: b D3 15 _» 
er - [ha + [ph — Dh»... 
Wird y—1 durch in E entfernt, so erhält man 
1 ’r 2 2 %2— 
(dr y2° VKa+b’P — a? + (29), a0 — (2p),a U + ....] 
1 _pb b° b’ u 
” Tr ee 7 de [pl [ph +...) 
Es ergiebt sich nun aus (20.) 


21. FA gP—1 sın bx.e" 9c 
17-11 
= vl 





(a? +b}) ’— a? + (2P): ah — (2P)4 ar ji FON: 


Die Reihe unter dem Waurzelzeichen bricht ab, so oft ein Coefficient 


in 0 übergeht. Sobald dies geschieht, giebt (21.) einen geschlossenen Aus- 
b 7 


3 
CHECLECTERZE 
- 


druck. Wenn nun p eine ganze Zahl oder einer der Brüche y : 


ist, so tritt dieser Fall ein. Unter diesen Voraussetzungen ergeben sich fol- 


gende besondere Fälle aus (21.): 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVII. Heft 3, 30 








226 13. 
FI 
22, [ sın bx..e” 0x 
« uU 
L 
/ ec sın bve"ox 
“ 0 
/ x sın bee cx 
« 0 
x 
/ eo sındwe "ox — 
« 0 
1 3 > 
u.s. w. Setzt man P=3:73’73 
u 
a “sind _,,, 
23. / - O7 IX 
u |‘ ] L 
Vx sn ce *oXx 


« 0 


L 


/. Vx’ sın vet *ox 
M 


ı 


Die Gleichung (21.) gilt zwar für jedes positive p, sie führt aber 


auf unendliche Reihen, wenn p eine gebrochene Zahl ist, deren Nenner nicht 


und lässt sich für diese 


— 2, 


auch aus (20.) eine Gleichung ableiten, die auch für ein negatives p gilt. 
dem Ende ist — p statt MR zu setzen. 


— fD mn 1? = 
Du nenn 2y_—1 


, sinbxe”' 
gp+l 


24. 


I, 


0 


Wird dıe Grösse Y—1 ausgestossen, 


29. 


Be, co. ä 
Ya’ + br — 


nn 


Für diese Gleichung gelten die nämlichen Bemerkungen über ıhre Be- 


nuizung, 


sie für ein ganzes » auf unendlich grosse Werthe führt. 
135 
PERSEE 


P=1: ‚9° 


=; 4 (> Fr (— a+V(a?+3)))) 


H I 


Fälle nicht gut gebrauchen. 


a? + (2p),a””l? — (2p),a 


welche zu (21.) gemacht wurden. 
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b 
a? +? 
2a 
(a? +b°)? ’ 
1.2 .y 9a‘ —6a’b’+b*) 
(a? +52)? 
1.2.5. 4.ab(a?’—b?) 
(a? +b?)* 








_ 1.2.(3da?—0?) 
(a+b?) 


s..., so erhält man 


3ab?—a’ +V (ta?+b?)°) 
(a? +0?)? 


_ 0°+10a22? - 5ab’+V (0°) | 





5] Tann er 


S. We 


Man kann aber 
Zu 





Dies giebt 


 [a— —bV— 1 — (a+bV—1)/P). 


so erhält man folgende Gleichung: 


5 sin bx eo > a 
gr 0% 


« 0 


28...) 


Man sieht jedoch leicht, dass 





Setzt man aber 


so erhält man folgende Ausdrücke: 
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“ sind 
26.) 75er = - Ver(-a+ya+))], 





V.x? 1.3 


sinbe _ un 
/ 7/17 € OT 
oO Vx 


I 


u. Ss W. 
Wird a=b gesetzt, so giebt (22.) 


+" sinbx 2 : r z. 
J er 73/27 (— a +3ab’+V((a? +5), 


je) 
ae u l 
27. J BB OR2.ET O2 mA, 
0 2a 
7 . -1x N 1 
E 0 3XeE " OR mi % 
Jo 2a? ’ 
£& ar, ° —uüx N i 2 
ru Te 
0 22 4? ’ 
vi P Pr 
J eo ınaxe "or —=V, 
er oo. _s 1.2.3.4 _ 
JS ec sın avec gi 3, 
a u 1.2.3.4.3 
mu ran; 
f) 2’ a 


28, / sın bx 0% 
Jo 


0 


22., 23. und 26.): 


x’ sin budw = 5 > 


v. 
/ x sn DroOx a — 
0 b 


” sindbeox _ 
29, / Ze "I .o%c 
[+] 


/ Vx sın bx0% 


0 


-3/G): 
= VG): 


Sy sin DE 0x — ;V(#) 


. 


30* 
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4 R a ang 
—- 135 V|2r (—a’-+ 10a’ 7° —5al'+ | ((a’+ 5°)°))| 


In diesen Gleichungen sind @ und 5 von einander unabhängig 
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, sindx ox 

0. SS TH = Ned), 
sind 0x 2b 

I Ve ia emb), 


sinbx 0x mr 
I Ve) = 13,5 rd) 


u. S. W. 


$. 49. 
Geht man von der Reıhe 
/ ' b? x? b!x* b°.x° 
cos bt = 1 — — sn er ur ur B. 
13 "1234 123456 + 
aus, so 1st 
7 p—1 / -(ax2)' > 
u „® cos bxe Ox 
- ( j 7? o i pi „® 
— Pl .- ax) ee F „rt -(ar) Bi u Bi nf mp#3 -(ax)’ 9 . 
= a e ox — arte 04 ’ x > One sn 
7 1.2 0 u 1.2.3:4 0 ° x 


Nun ıst nach (6. S. 38.): 
p+2r—2) 
Yy—2 2 v2 g | 
5 | J apt?3 2-(as)' I — nn Ba; 
1m, 12 -211(9427—2)P+2r—2 


3 


Wird hierin der Reihe nach 1,2, 3,..... statt 7 gesetzt, so erhält man 


2, zen pr 

JS 1 

; ];»! A?]jya! +19. 
3. / ar! cos bvele) dx = — — 2a a gie. 

Kr par 1.2.(p+2)a”’t? ° 1.2,3.4(p+2)a”t! 
Die Bemerkungen zu (3.) ım vorigen Paragraph finden auch hier Anwendung, 
Setzt man g=]1, so geht der Ausdruck in 
‚® 
ini Ne 
4. } ap cos ba el) IX 


ri ö b? M °, 56 . 
- ar (1 om IPha: + [pP]. gs ’T° [pl + sa über. 


) 
a 
a‘ 











Auch aus diesen Ausdrücken lassen sich weitere Ableitungen ziehen. 


Wird nämlich in 8.) g=1, p=]1 gesetzt, so erhält man 


„ ‘ 
, 1 h? h* h® 
csbıe "da - (ll— tt — — << —.. 
J: 14 ( a” a* a® ); 
oder 
n 
- —(1xX q 
OD. / cos bx e (xt 775 
JO a? +0? 


Diese Gleichung gilt für jedes @ und 6. Ist =D, so erhält man 
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‚@ 1 
6. y cos are "or. 
0 2a 
Iıtp=1,9=2, so giebt (3.) nach den nöthigen 
0 
; J; cos bae 0x 


u D? He b3 
Ei Qt 1.2(20) 1.2.3(20)° + 


1! 


oder 


> b 


8. J cos bed’ dr — ae: a) 


Setzt man 3a statt z und d=a, so wird hieraus 





2 a? x” / 

nu u n Vr 
ee 313 92 —. 

9. J cos ax e A Ze 

Wirdp=2 und y=2 gesetzt, so giebt (3.) 
a (ar)? Ar . 
10. ji; x cos be 
4 b* I° b° 


= A ZT FT 


Diese Reihe dans 


dadurch das Integral 
n&R 
\; ar eos ba et)? Ic 
Die Gleichung (4.) lässt sich zweckmässig benutzen, 
\ « 
Binomium zurückgebracht werden kann. 


(20. 3. 48.): 





Ila + Dr + (a 7-1 
1 p? 
= 41 -Iphat+ la — [han 


Wird dieser Werth in (4.) eingeführt, so ergiebt sich 


PTR. 


Reductionen: 


1.2.3.4@0)° — 


m 


wenn 46 ıst und man kann die so eben be- 
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») 





nutzte Methode eben so anwenden wie in ($. 48., 18. und 19.). Es wird sich 


durch g Reihen darstellen lassen, welche convergiren, wenn pZg und a5 ist. 
weil sie auf das 


Es ıst nach den Bemerkungen zu 


11. /, art 005 nern =. DU Kar by) +(a—bV-1)*]. 


Hier lässt sich V—1 Geschieht es, so erhält man 


ausstossen,. 
Lues) 

12. l, ocr1 cos bxe"* 9x 

jr-ıl1 


— (a?+5?yy 
— jr I 


AREA) art 
2a? +6) 


fe +57 +0? — 


5 Vlla’+b’P + a” — Qp),a? 6 + (2p),a®b' — ....)] 


Diese Formel giebt geschlossene Ausdrücke, wenn p eine positive ganze 
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r 1 3 5 7 ° ° S\ ” .. 
Zahl, oder einer der Brüche 5, 5, >, 5. Ist, Die Gleichung (11.) führt, 
wenn man — p statt p schreibt und die nöthigen Entwicklungen macht, zu 


folgender Gleichung: 


2 
.  cosbx = 
13. / pH OR 


N 


= 3 Vla? — 2pa? + (part... + (a? +5]. 


Für ein ganzes p giebt diese Gleichung unendlich grosse Werthe. Setzt man 








O2 1 3 > 1 3 5 " 
Er 2 "I 9° Ba 
ı (12.) 7 1,2,3...,P=3.5 2: undp= er a), 
so erhält man 
- Ad 
Ne » n=ÜX r m nee 
14. ji cos bx ee O%x =aPR 
“ a?—? 
- (IT r rel ie . 
J x cos bxe X — (28 + 22 
E. 1.2.aV (a! —6a?b? + 94* 1.2.(0° — 3ab? 
/ x cos br er Ox — | de SE — u a —I) j 
Jo (a? +02)? (a? +0?) 
up 1 1.2.3. V(a®— 12a b? + 38a* 5*— 12a? 0° + 2°) 
/ 0° cos br e Ton = — nn IE 
Jo (a? +0?) 
iu 2.3(a?— 6a? b? + b*) 
(a? + b?)* ‚ 
7 ” coshbre=“: 0x l;’ 
et A =: Fre ‚(a+V(@+0))) 
fi Vx cos bx er@= c 2] (a 57a — 3al?’+ V((a’+ 2) 


J; V(x’) cosbre® = : 1 (in (—1Wa’b’+5ab’ + V((@’+59)]) e 


F. 
/ | (2 NY) cosbx er 0x 
x ( ‘ 
..35 | 21 


Tr (a?+?)’ [a’— 210° ’+350° b— Tab’+ V((@?+2)))) ’ 
” cosbx 
16. J, 5) 05 = — V2r (a+V(a?+29)], 
Pe. \S h: 2.2 
Neon = Tavirla 304 +3N], 
cc S b; ; 2 - 5) 
[: 2 air = 5er — 1000 +50 + Ye +P)], 


usw Für 3=a erhält man 
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we f .. 1 
. FE cos are = 9X =.’ 
r 0} 1.2 
J x” cos ax e% oXr m DEP. , 
” ’ aa} 1.2.3 
J LT cos are L — 7 Ja* ’ 
u . 1.2.3.4 
Fi x cos are ® or — — a’ 
0 .d 
x n 
» cosax 1 V 
ar x — >; VI-(l+Yy2 ) 
18. Pi Vx 7 oX 2 a ( } ) ’ 


u) (2 -1+92)). 
Sven cos are dr = m V (2 (—1+V2)), 


S ve) cos ve wort — S 2. =) G (1-+ Be 


/ Vz cos awxe=9x . 
vo 








" cosax M 
19. /, yaye“d« = — V(?ra(1+V2)), 
” cos 2.2 
S Test 2 i3@V(ar (—1+-V2)), 
” cosax R 2.2.2 
J, vn jz5 aY(ar(—1+V2)), 
Setzt man a=(, so giebt (14., 15. und 16.): 
» p 1 
20. J x cos bad = — > 
e 1.2.3 
J x” cos badx = zu, 
Pr ‚2.3.4.5 
/ a” cos ba dx = — — ze, 
0 


Kun U). 
SV) cos bröx = s Ve), 
Ri "V@s) cos br ön = 16 1) u 
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2 /, ya) Vamd), 
Ss van == 13 VCm). 
Se 1) 98 = - 1350 VER) 
I ve) ala ER, EVER), 
U. S. We 
$. 50. 


Die in ($. 48. und 49.) gefundenen Resultate lassen sich noch auf an- 
dere Formen brineen. Setzt man nämlich 


1. a=ly—1=r(csa=sin ay—1), 
so 1st 
2 Va +2? . | Ju 
== en P — nie — . 
i 7 (a’+b), cos a Vearzı9 sın & Valy.9) > 
2 j b a b 
>. a = Arc sın Var)” arc cos Va’ +D?) = Arc tang Er 


Nun folgen aus den Gleichungen 


cos «+ sın ay—1 = el, 

cos « — sın aV—1l= eWV-l 
die Ausdrücke 
A. (cosa+sın ay—1)” = cos ma + sin may—l, 
d. (cosa— sın aYy—1)” = cos ma — sin may—l, 

l 
N - Z a = N de. van u _. En 
6. (cos@ +sin«y—1)” (cosa— sın ay—l) cos ma — sın naVY—l, 
fi / — 2 = (cosa+sinaV—] a = cosma-+ sın ma VAR | 
’ (cose— sin«y—1)" v4, 
Aus (20. $. 48.) ist 
” 17-11 


J ar1e70& sın bede = Sy-T Ka—by—1)? — (a+by—1)”]. 


Werden nun die vorstehenden Werthe aus (1. bis 7.) benutzt, so erhält man 
die Gleichung 
pr 17-11 


8. J arte sın DREOL = — 





sin pa, 


(a? +52)? 
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oder 
2. 17-11 b 
€ »—1 en . s) ee . . EEE EEE \ 
Q, ‘ cr e AX sın bx IX — V (a?’+b?)P) sın pP (arc sın Va?) 
ae d E - 
_ »=-ÜTX € 2 — 0-0. a) > - 
E pl .-02 - jr u 
J ar eraz sin bedır — Ya Sin p (arc tang 2) 





Diese Gleichungen gelten für jedes positive p und sind sehr allgemein : 
denn a und 5 sind von einander unabhängig. Für a=V ergiebt sich 


j>-ıU1 


br 





sin 5 pır. 


10. J ar! sın bx 9x = 


Die Gleichung (24. S. 48.) 


 sinbx.e dx 1-11 - I 
/ a 3y-i ((a—by—lP — (a+6bY—1)P) 


u 


0 


führt, wenn (1. bis 7.) benutzt werden, zu 





 sinbe.e" dx | ö, 
11. / Fr Tu Bus 111 (2422) sın pa, 
0 
oder 
' ”sinbe.e"dx Siilaltt Du Anti ji R b 

12. £ — pn — = — 1 Ya +6°/) sin p (arc.sin (a) 
ER 

_ _ Jr? BIN < ar en 

— — 1P!Y((a’+Ö’P) sin p(arc cos as 


en Zul ü b 
—= — 1! Y((a?+b°/) sin p (arc tang —) 


Wird hierin @=® gesetzt, so erhält man 


n > 0) 
/ u all lc 17107 sin zpm. 
« 0 « 


13. 


Die Gleichungen (11. bis 13.) geben. reelle Werthe für jedes gebro- 
chene p. Man sieht, dass sich die Gleichungen (11., 12. und 13.) aus (8., 9. 
und 10.) ergeben, wenn — p statt + p gesetzt wird, und dass also die Glei- 
chungen (8., 9. und 10.) für jedes mögliche p gelten und allgemein sind. 

Aus der Gleichung (11. $. 49.) lässt sich mit Hülfe der Ausdrücke 
(1. bis 7.) folgende Gleichung ableiten: 


2) 1>-11 


—] _ — (ix hat a SIT 


oder 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVIH. Heft 3. 31 
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be jr—1! b 
15. [ ar! cosbre dx = ya an COS arc sı 
n R V((a?+52)”) pP ( ın V ) 


( (a? +5?) 
17-11 a 
= (ap) 08 p(arc cos Vz) 
jr-ıı b | 
= Ya) ©05 P (arc tang —). 
Diese Gleichungen gelten für jedes positive p. Setzt man a=0), so wird 
„® 17-11 
16. J. ar! cos bad = —,; cos ypr. 
Aus der Gleichung (11. $. 49.) ergiebt sich folgende: 
% a cos ba,e Or = (17) (a+9Yy—1) + (a—by—I)). 


Wird dieser Ausdruck auf die obige Art behandelt, so ergiebt sich 








. ” cosba .e-"9x 
17. J ——n = 1 yY((a’ +) cos pa, 
oder 
| ” cosbr.e dx a | \ b 
18. J —— — 17 Y((a’+b°P) cos p (arc sin 7a) 


— 171y((a?+b°P) cos p(arc cos TEE) 


— 1UyY((a?+b?)) cos p(arc.tang I). 


Diese Gleiehungen führen auf darstellbare Werthe, wenn p eine ge- | 
brochene Zahl ıst. Für @=® ıst aus (18.) 


” cosbr 
19. J — da = 11 cos ypr. 


zptl 


Man sieht, dass (17., 18. und 19.) aus (14., 15. und 16.) folgen, wenn 
— p statt p gesetzt wird. Demnach gelten die Gleichungen (14. bis 16.) für 
jedes mögliche p und sind also allgemein. 

Die Gleichungen (9. und 15.) bringen das fragliche Integral auf das 
Vielfache eines Bogens. Drückt man nun den Sinus und Cosinus des Vielfa- 
chen eines Bogens durch den Sinus und Cosinus des einfachen Bogens aus, 


so gelangt man zu weitern Ableitungen. Es dienen dazu die bekannten 
Gleichungen 


20, sin 72% 
— n sin a(cos a)" — (n); (sin a)’ (cos a)” + (n); (sin a)’ (cos a)" — ...., 
21. cos na = (cosa)”" — (n), (sin a)’(cos a)" + (n), (sin a)'(cos a)" — .... 





Werden die Werthe aus (2.) benutzt, so gehen die genannten Gleichungen 
in folgende über: 
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22. /, 0 sin ba.ewdg 


— Tat (pad — (Ma + (Pa? — .....), 
23. KL ar! cos ba. dw 


ur”, vr Kap _ (P) "a? + (p), Di ar! 0) 


Diese zwei Gleichungen umfassen das allgemeine Gesetz, welches den 
Ausdrücken (22. $. 48. und 14. $. 49.) zum Grunde liegt. Sie gelten für ein 
ganzes positives p. Setzt man a=(, so geht (22.) in 0 über, sobalıd p eine 


gerade Zahl ist; und eben so (23.), wenn p I ist. Hieraus ergiebt sich 


BT ’ 


24. \. a” sn badz = (—1)P — 
£: ar sın bad = 0; 


1.2.3... (2p—1 
25. £ r- ' cos bad = (—1 - mul 


b2P 


Ss ar cosbadxz —=V. 


Diese Gleichungen enthalten das allgemeine Gesetz von (28. $. 48. und 
20. $. 49.). Vergleicht man sie mit (14. $. 33. und 8. $. 37.), so erhält man 


folgende bemerkenswerthe Relationen: 
Nous » 1 1 \27—1 
Ko wu | a 2p—1 zb Bu et We Ay 
26. ( yr/ ar cos ba 8x =/ ar rd =/ X (25) Oo, 


- „o 1 t 2p 
27. CC 1rf ars [rein fe” 








Setzt man ın (10.) p = E I . 3 ...., so ergiebt sich 
f£ sindz _ n 1 / =) 
N ZEN. 
£ Vx# sın b#0 m. ©). 
x2?’sinbz 217 
Fü BE -5 a) VE ): 
”z *sinbz 1.3.5 ı //27 
J Vz a 208 2 7)» 
 z*tsinbe 1. = I. N (27 
(de u 70} 


Hieraus erhält man folgendes Gesetz: 


31* 
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” zrsinde | 17-12 1.3.5... (4p—1) Y2r 
28. S Winde. Br 2ryb (—1}. 2rrtı 27 Vb 
” P+lsinbe 174-2112 1.3.5... (4p-+1) Y2r 
S Te da = (1 Gen 
0 yr 2b?r+1yb 2ert2b2rtiy 
Setzt man ın (13.) p = =, =, I ...., so erhält man 


n 


sinbz 

zT Vr 3 V(2rb) ’ 

sinbx 2? by (2nb) 

yes 132 > 

” sindbz 2° .b?Y(2rb) 
ya 7 ne’ 

*“ sindz 2b?’ yY(2rb) 

z+yz — 1.3.5.7.2’ 





Sin 
| 





Be 


u.s.w. Das allgemeine Gesetz hiefür ist 


| ” sindbe dx 2r—-1P-1Y (2b) 
29. # E =(-1. 735.’ 
> «4 ”) 2p h2p 
ff nbede (ob yo LARETWARR 1, 
o zFrtyr ’ 1.3.5...(4p+1) 


' ” . 1... . 
Eben so erhält man aus (16. und 19.), wenn p = 33575... gesetzt wird, 


” zr-lcoshe _ ‚.1.3.5...(4p—3) V2r 
30. Fi or (1. Tr par-1yb ’ 





Vr 
” z®rcosbe . 1.3.5... 2p—1)V2r 
Im a =) ma 


’ ” c0sbrdr 22p—152P—2y (2b) 
; Eu a En ui 
31. ri ar-ıYe 7; 1} "2.1.3.5... (49-3) 
" cosbror 27 Pr—1Y(2rb) 
rar RE 7 ui 
I sryz 7; 1 2.1.3.9...(4p—]1) 





Setzt man nunp= 7. ., so ergiebt sich ‚aus (10.): 


3’ 35, r,% 
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” sind 3.1 PAunzlayını 1ıy3 
S = or Fr ie Vasındaco®x =- in . 
0 ° ve” 2yb ® 2b yb 
Pr eh 4.1 u ER d 4.7.121y3 
/ xyYxsindadx =—- > J a” Yxsındeox =— L e 
Jo 2.35 0 2.3°3° 5 
Po 4.7.10. 19 u A Ä 4.7.10.13.1:1 3 
/ a? yx sin ba dx = — S x yYxsindreöox—=- 5 
0 2.3°b'yVb 0 2.3!’ yb 





Fo Zn 4.7.10.13.16.111 ,* 6 4.7.10.13.16.19.1\1 3 
f. z’yx sin beoa=— ——— /S a Vxsin bz 90 =— — a ea 
0 2.35.0y) 7° 2.3° 0°” y05 


Hieraus ergiebt sich folgendes allgemeine Gesetz: 
rn jslı 4.7.10....(6p 2) 13" 
 =(—Iy —- wu ——, 
2.327-1p2r VD 2.317 Vb 





© 3 
32. J ar Ya sin be de —=(—1)? 
































23 4273, 131y3 4.7.10... (6p+1).1:1V3 
J a” ya sin bedx —=(—1)’ war V' ee (Ey ——- — er. 
2.327 Dart y) 2.37 ,ertlyb 
Eben so ergiebt sich aus (13., 16. und 19.): 
® sindedx 1-1 32er 27/5 1324 3% Y8 
33. R; rt Ye =(-1I. Zurm  =--1. 2.1.4.7.10...(6p+1)’ 
3 K) 
| ” sinde dx 1-31 327 9P-1yB 3 11327 991 yoy3, 
| J el Ya SV 3107. 
34. [a V4dös b2d2—=(—1)P EUR zarpn 1)? et , 
0 2.3719? Yb 2.371927 Yb 
ara cos ba da (IR KeRalt un pp 10 pe). PP, 
0 2.37 brHıyy 2.37 bet Yb 
” cosbedx 1-31, 327 pr-1yY 5 1-11 327 27-17 
r ee u ee much u Er VRR Fe. och rn 
= J. q2P Vz =D 2.113 =(-1Y. 2.1.4.7.10....(69—2) 
$; cosbxdx 1 137-192 Y5 EN: 1y 111307 br-2yb.y3 
| 0 zr-1yr kai (7 ) 2.127113 =c-1}. 2.1.4.7....(69—5) 


U. S. W. 


Die in (28. bis 30.) gefundenen Gleichungen stimmen dem Inhalte 
nach mit (29., 30. $. 48. und 21., 22. $. 49.) überein; wie leicht zu sehen. 


Sıe unterscheiden sich von jenen Gleichungen durch die Zeichen. Die Verschie- 





denheit hat ihren Grund in der verschiedenen Entwicklungsweise. Man über- 
zeugt sich davon, weil sich von den in diesem Paragrapli gefundenen Ausdrücken 
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auf die a in den vorhergehenden Paragraphen (22. und 26. $. 48. und 
15. und 16. $. 49.), aus welchen jene abgeleitet wurden, übergehen lässt. Dies 
geschieht, wenn man in den Gleichungen (8., 11., 14. und 17.) p=3, 3,3, ---- 
setzt und die Sinus und Cosinus dieser Bogen auf die Sinus und Cosinus des 
einfachen Bogens zurückführt; was in dem vorliegenden Falle möglich ist. 
Demzufolge ergiebt sich aus (8.): 
” sinbr.e"=*dx 1-3 
Pi BET Penn Gh sın ta. 
Aus bekannten Sätzen der Trigonometrie und aus (2.) ist 


sin 34 —=y3(1—cosa) = vl - 


Wird dies in die vorstehende Gleichung eingeführt, so erhält man nach den 


a. 


nöthigen Reductionen: 


” sindr.e "dr _ 2r(—a+YV(a? HA) 
36. f Ve u | 4) [ a? +-b? 
Aus (1.) ıst für p= 








ulm 


-1ı 
y ” cosbr.e”"*"ör en 1! 
0 


Vx (a? +2} .« COS 3% 


Nun ıst 
1 ,ı/ a 
cos 34 =V;(l1-+cosa) = aV (1 + Yaaz35)' 


Wird dieser Werth eingeführt, so ergiebt sich nach den gehörigen Re- 
ductionen: 





u. ” cosbe.e dr _ T27e+V@ +), 
37. f =} 





Ve a? 5? 
Setzt man in (8. und 14.) 3 und macht die nöthigen Reductionen, so ist 
vo, usa pp Vr i . u 
38. J Vx.sın dx.e u” ANTSEUE “= PIE yon %C055% + C0Sa sın 5@) 


=ıy Fr Ba a+ Va +2] 
‚ 1 ya 


cos; — -_ 77777 C0S@COS: 24 — sin@ sin I 
oe +0)j 2(a? ai u” 


"U (a: Er [a — 3ab’+Y((a’ + 0? | 


u.s. w. Man sieht hieraus, dass die auf diese Weise gefundenen Werthe mit 
den in ($. 48. und 49.) gefundenen stimmen. 


39. J. Vx.cosbx.e® 9x = 
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Anhang. 


Tafel der 18 ersten Potenzen von }, }, !, 


59 69 


239 


























Potenz. = 0,5. l ==. 0,333 .... 
1 | 05 0,333 333 .... 
2° 10,25 0,111 111 
3: | 0,125 0,037 037 037 .... 
4« | 0,062 5 | 0,012 345 679 012 345 679 © .... 
5: 1 0,031 25 0,004 115 226 337 448 559 670 781 
6° | 0,015 625 0,001 371 742 112 482 853 223 59 
7° 1 0,007 812 5 ' 0,000 457 247 370 827 617 741 19 
8: | 0,003 906 25 ' 0,000 152 415 790 275 872 580 39 
9: | 0,001 953 125 ' 0,000 050 805 263 425 290 860 13 
10° | 0,000 976 562 5 ' 0,000 016 935 087 808 430 286 71 
11: | 0,000 488 281 25 0,000 005 645 029 269 476 762 23 
12: | 0,000 244 140 625 | 0,000 001 881 676 423 158 920 745 
13= | 0,000 122 070 312 5 ' 0,000 000 627 225 474 386 306 915 
14° | 0,000 061 035 156 25 ' 0,000 000 209 075 158 128 768 971 
15° | 0,000 030 517 578 125 0,000 000 069 691 719 376 256 323 
| 16° | 0,000 015 258 789 062 5 | 0,000 000 023 230 573 125 418 774 
17: | 0,000 007 629 394 531 25 | 0,000 000 007 743 524 375 139 591 
18 | 0,000 003 814 697 265 625 | 0,000 000 002 581 174 791 713 197 
Potenz. ı— 0,3. | ı — 02, 
11: | 0,25 0,2 
2° | 0,0625 ‚ 0,04 
3« | 0,015 625 ' 0,008 
4: | 0,003 906 25 0,001 6 
5: | 0,000 976 562 5 0,000 32 
6: | 0,000 244 140 625 ' 0,000 064 
7: | 0,000 061 035 156 25 0.000 012 8 
8: | 0,000 015 258 789 062 5 ' 0,000 002 56 
9: | 0,000 003 814 697 265 625 ı 0,000 000 512 
10: | 0,000 009 953 674 316 406 25 0,060 000 102 4 
11: | 0,000 000 238 418 579 101 562 5 0,000 000 020 48 
12: | 0,000 000 059 604 644 775 390 625 0,000 000 004 096 
13 | 0,000 000 014 901 161 193 847 656 25 0.000 000 000 819 2 
14: | 0,000 000 003 725 290 298 461 914 062 5 0,000 000 000 163 84 
15': | 0,000 000 000 931 322 574 615 478 515 625 0,000 000 000 032 768 
16': | 0,000 000 000 232 830 643 653 869 628 906 25 0,000 000 000 006 553 6 
17: | 0,000 000 000 058 207 660 913 467 407 226 5625 | 0,000 000 000 001 310 72 
18': | 0,000 000 000 014 551 915 228 366 851 806 640 625 | 0,000 000 000 000 262 144 
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Potenz.| ı — 0,1666 .... ı — 0,1438 .... 
11° [0,166 66 .... 0,142857 142857 .... 
Die 10,027 777 onen 0,020 408 163 265 306 122 448 97 .... 
3° 10,004 629 629 .... 0,002 915 451 895 043 731 778 422 74 .... 
4“ 10,000 771 604 938 271 604 938 2... 0,000 416 493 127 863 390 254 060 39 .... 
5 10,000 128 600 823 045 267 489 7119 NR 059 499 018 266 198 607 722 91 .... 
6 10,000 021 433 470 507 54458161865 0,000 008 499 859 752314 408 681 755 .... 
7° 10,000 003 572 245 0814 590 763 603 10 0,000 001 214 265 678 902 012 402 50 .... 
8° 10,000 000 595 374 180 765 127 267 18 ‚0,000 000 173 466 525 557 743 034 321 .... 
9: 0,000 000 099 229 030 127 521 21119 0,000 000 024 780 932 222 490 049 03 .... 
10° |0.000 000 016 538 171 687 920 201 86 0,000 000 003 540 133 174 641 435 57 .... 
11° [0,000 000 002 756 361 947 986 700 31 0,000 000 000 505 733 310 663 062 22 .... 
12° |0,000 000 000 459 393 657 997 783 386 0,000 000 000 072 247 615 809 008 88 .... 
13': 10,000 000 000 076 558 942 999 630 564 0,000 000 000 010 321 087 972 715 55 .... 
14° |0,000 000 000 012 759 982 383 327 176 0 |0,000 000 000 001 474 441 138 959 36 .... 
15'° 0,000 000 000 002 126 637 305 545 293 45 0,000 000 000 000 210 634 448 422 766 .... 
16° 10,000 000 000 000 354 439 550 924 215 57 19 0,000 000 000 000 030 090 635 488 966 .... 
17: |0,000 000 000 000 059 073 258 487 369 26 | 0,000 000 000 000 004 298 662 212709 .... 
15: 10,000 000 000 000 009 845 543 081 228 21 0, 0,000 000 000 000 000 614 094 601 815 .... 
Pot. ı = 0,125 | = 0,111 .... 
110,125 0,1111... 


20.015625 
310,001 953 125 
40.000244 140 625 


au 


0,000030 517578125 
10,000 003814 697 265 625 


710,000 000 476 837 158203 125 


8:)0,000. 000 059 6046447 


75390625 


9::|0.000. 000 007 450580596 923828125 

10:0,000. 000 000931322 574 615478515625 
11::0,000000000 116 415321826 934814453 125 
12:0,000 000 000014551915 228 366851806 6410 625 0,000 000000003540 706 1614721... 
13:]0,000000000001818989 403545 85.... 
140.000 000 000000227 373675443 23.... 


15'°J0,000 000 000 000 028 421 709 430 404.007 .... 
16':|0,000 000 000 000 003552 713 678800500 ..... 
17'.10,000 000 000000 000 444089209850 062 .... 
1S::/0,000000000000000055511 151231257 8.... 





Anm. 


0,012345679012345 6790... 
0,00137174211248285322359.... 
0,000 152415 79027587258039.... 
0,000016935087 808430 286 71... 


0,000001881 676423158920 745... 
(0,000000209075 158128768971 .... 


0.000000000031 8663554532493 





0,000000023 230573125418774.... 
0,000000 002581 1747917131971... 
0,000 000 000 286 7971990792441... 


0,000000000000393 4117957191... 
0,000000000 000 0437124217465 .... 
0,000 000000000004 856935 74961 --- 
0,000 000000 000000539 659527 71-- 
0,000 000. 000000 000059962169 74 -- 
0,000000000 000000006 662 463 30 ---- 


Die hier angegebenen Werthe sind bei wiederholten Prüfungen richtig gefunden worden. 
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14. 


Ueber Curven dritter Classe und Curven 
dritter Ordnung. 


(Fortsetzung der Abhandlungen No. 10. und No. 11. im 28ten Bande und No. 12. im 37ten Bande.) 





(Yon Herrn Professor Otto Hesse zu Königsberg i. Pr.) 


6.1. 


N { ’ 
VW enn man durch u eine homogene Function von den drei Variabeln x,,2,,2; 





bezeichnet und durch ı,, ı,, u, die ersten, durch w,,, Usg, sy, Uyg, Us, Un die 
zweiten partiellen Differentialquotienten dieser Function nach den Varıabeln 


genommen, so ist bekanntlich 
Und # Una + u, = (n—1)u,, 
1. Usı X + UyXg - Uoy Xg _— (n— 1))ı,, 
Us; X + UyXg + Us,3.XCg pe (n— M)u;. 


— nn 


welche Gleichungen, nach x,, x, 3 aufgelöset, insofern diese Grössen explicite 
in den Theilen der Gleichungen links vorkommen, folgende Ausdrücke geben: 


Ar, - r 
au > Unu + Uni + Unsu;, 


Ar T T T 
2. =. San 2 U] + Unu; + U, Us, 


| Arz T 7 7 
| A Se Ust Uyw+ Uyus; 








wo die Determinante A der Function u und die Grösse U folgende Bedeu- 
tung haben: 

A= Uılials + 2Uplılig — Unld — Up — Ugln, 

3 U] = Uns — Up, U„= Un = Unlız — Und, 

U, = Uglı — us, U,= Us > Uslıı — Uplisı, 

U >= Unlag — Un, U2= U, = Uyly — Uglh;. 
Multiplicirt man die Gleichungen (2.) der Reihe nach mit u,, w,, u, und ad- 


dirt die Producte, so erhält man die Gleichung 
Crelle’s Journal f, d. M. Bd. XXXVIIL Heft 3. 32 
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n T R 7 >17 7 7 
4. — iA um U,nw+ Unw+ Uyız +2VU31,U0, +2UV,uu, +2U RU %,, 


deren Theil rechts ich der Kürze wegen mit D bezeichne. 

Diese Gleichung wird identisch, wenn man in dem Theile derselben links 
l 

n.(n-—t) 


statt z und in dem Theile rechts die Werthe von u,, w,, u, aus (1.) setzt, 


2 PR 2 


ohne dass man die zweiten Differentialquotienten z zu entwickeln brauchte. 
Differentiirt man unter dieser Hypothese die vorliegende identische Gleichung 
(4.) nach den 6 zweiten partiellen Differentialguotienten der Function u, so er- 
hält man folgendes für die Theorie der algebraischen Curven wichtige System 


von Gleichungen: 


LE 2 f 2 > 
Di = Un — 2uUylylu; + Up: = | Unu — @R—1)?” 


a 2 Da „oe u 
D;, 22 Usgz Ur er Zu; U; U, -+ Un Us — n—1 U, 1. op: 








D, = u, — 2uptW + Uni = 2 Unu — a1? 
>. 
\ı Te a X, 
z D,, Z Uptylz + Uylı ig — U — U, lol, = Fre | U,u— (1)? 
n 7 73T 
Ds E Uyualıı + Uylalz — Uy lt — Up; = 2 Unu— 01 „A 
\ 3 D.: — Us, Us Us + UsUs,U} — Up — Ust, Us pen) n—l pealehe 


wo D,, die Differentiation von D nach w,, andeutet, insofern der Differential- 


quotient 2, nur in den Grössen U,, enthalten ist, Differentirt man die iden- 


Pq 
tische Gleichung (4.) z.B. nach u,, so erhält. man 
OD T3 
— U,u + it = = D,+ aA TEE n—L° 
’ ’ . u i 2r E 
Setzt man in diese Gleichung für 3— seinen Werth — 1A, so erhält man 
2 Ou; (n—1) 


die dritte von den Gleichungen (5.). Aehnliche Formeln lassen sich auf dem 
angegebenen Wege für homogene Functionen von mehr als 3 Varıabeln ent- 
wickeln, von welchen: die mit 4 Variabeln in der Theorie der algebraischen 
Oberflächen Anwendung finden. 

Von diesen Formeln dient die dritte zur Transformation des Krüm- 


mungshalbmessers und der Coordinaten des Mittelpuncts der Krümmung einer 


beliebigen Curve nter Ordnung in eine neue Form. , Denn wenn man die 
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rechtwinkligen Coordinaten eines varıiabeln Puncts durch @, und x, bezeichnet 
und 2, =1 setzt, so ist 

—= 0 
die allgemeine Gleichung einer Curve nter Ordnung, deren Krümmungsradius 
o in dem Puucte x,&, der Curve durch die bekannte Gleichung 


2 213 

a (ur +u5)? 
en 2 2 
d Un u — Zu, U U + Uggu] 





ausgedrückt und deren Krümmungsmittelpunct durch die Coordinaten A,, A, 
mittels folgender Gleichungen bestimmt wird: 


X ss —=—u u + ua 
u RT. .. uUnWw— ua U+Unzu} 





’ 





A, u it 
— nz — 3 z 2° 
" ” u uU — ZU 24 U + Ug2ı 


Diese Gleichungen gehen aber, wenn man erwägt, das u=0 und »,=1 


ist, mittels der dritten Gleichung (5.) in die einfacheren 





| Ca aD’ 
ur U Up Ugs+ ZU 2 UısUgs— Us — Ugptsı — Ugglia } 
6. u a 
U Ugglss+ Zu 2 U1s Uns — U Ua — Una — Ups}, 
ee SE Dr (n— 1)? u, (u +2) ee Met 
_ 


U lan Ugs+ Zur 2 Ust — U Us— — Ua ul, — Unsulı 
über. Im Anfange der Abhandlung „Ueber die Wendepuncte der Curven 
dritter Ordnung” (Bd. 28. No. 11. dieses Journals) ist dieser Transformation 
von mir Erwähnung gethan. 
Ich werde nun den Krümmungsradius g einer beliebigen, durch recht- 
winklige Coordinaten x, y analytisch ausgedrückten Curve durch Linien -Coor- 
dinaten darstellen. Sind y‘ und y“ der erste und der zweite Differentialquo- 


tient von y, nach x genommen, so ist bekanntlich: 
., A+y 2): 


0 En: 
Y 
Eine beliebige gerade Linie, deren Gleichung von der Form ax +dy+1=V0 


ist, wird durch die Coefficienten a, 5, welche man die Coordinaten der gera- 
den Linie nennt, vollständig bestimmt. Wenn diese gerade Linie in allen 
ihren Lagen die Curve berühren soll, so wird sich dieses durch eine Glei- 
chung zwischen den Liniencoordinaten ausdrücken lassen, welche die in Li- 
niencoordinaten dargestellte Gleichung der Curve ist. Die gerade Linie wird 
aber zur Tangente der Curve unter den Bedingungen: 


. 
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‘ 


Y 1 
1 . 7 Zn nr ° nr 3 
zy —y Ty —yY 
woraus, wenn man durch 5° den ersten und durch 6% den Differentialquo- 


az — 


tienten von 5 nach, @ genommen bezeichnet, 
a (ab — b)? 


dd 


Bus Ih; u AZ 

A u SE 
folgt. Setzt man diese Werthe in den obigen Ausdruck des Krümmungsradius, 
so erhält man für den gesuchten Ausdruck: 


- (a +b®)R.d" 
li. = — (ab! By - 


0 - 
5 einer 


beliebigen Curve. Bezeichnet man dann durch z, und w, die ersten Differen- 


Es seı nun v=0 die ın Liniencoordinaten gegebene Gleichun 


talquotienten der Function u, nach a und nach 5 genommen; ferner durch 
U, Up, Un die zweiten Differentialquotienten, so erhält man 

u + lb —(, Un + 2u2b’ + und” + lb" = VÖ; 
und wenn man die aus diesen Gleichungen sich ergebenden Werthe von 


und 5“ ın die Gleichung (7.) setzt, so ergiebt sich 


2 2 3 
(u, — 2u12 U, Ur +Uz2%ı) (a’ +b? )° 
(au, +buz)” 
Nimmt man aber an, dass u eine algebraische ganze Function der Liniencoor- 


RN 
5. go = 


dinaten a,b sei, so lässt sich dieser Ausdruck für den Krümmungsradius auf 


ähnliche Art wie oben mit Hülfe der dritten Formel (5.) einfacher darstellen, 
nämlich: 

IF enn u eine beliebige ganze und homogene Function nten Grades von 
den Voariabeln a,, a,, a, zst und u,, U,, u, die ersten, U, Up, Uyy, Ugg, Usı , Upp 
die zweiten partiellen Differentialquotienten der Function u nach den Va- 
riabeln genommen bedeuten; ferner a, und a, die auf ein rechtwinkliges 
System bezogenen Liniencoordinaten sind und a3=1 ist: so stellt die 
Gleichung u=0(0 eme beliebige Curve nter Classe dar, für welche der den 
Coordinaten a,, a, der Tangente entsprechende Krümmungsradius 


‘ 2 2 27? 212 
Q ) m (U) Up Us + 2Ur 2 UgUgg— U ı Ugg—Uggugı —Ugz 12) (a?-+a})? 
9, o=> (a =. ne 


Ich werde nun diejenigen Tangenten der Curve nter Classe uv=0 be- 


1st, 





trachten, in deren Tangirungspuncte der Krümmungsradius gleich 0 ist. Der 


obige Ausdruck des Krümmungsradius kann auf doppelte Weıse verschwinden. 


Setzt man den zweiten Factor des Zählers «a + a3 =V, so erhält man zwei 


Gleichungen; nämlich die genannte, und die Gleichung der Curve nter Classe 





























—- 
4 
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u=0, zur Bestimmung der Coordinaten solcher Tangenten, welche die Curve 
in Puncten berühren, in welchen der Krümmungsradius = 0) ist. Die Tangen- 
ten bilden mit der x Axe des rechtwinkligen Coordinatensystems und mit jeder 
geraden Linie Winkel, deren trigonometrische Tangenten gleich = y—1 sind. 
Diese Art von Tangenten der Curve mag hier unberücksichtigt bleiben. Sie 
entsprechen nach dem Gesetze der Reciprocität den in der Unendlichkeit ge- 
legenen Puncten der reciproken Curven, in welchen Puncten die Curven be- 
kanntlich unendlich grosse Krümmungsradien haben. Setzt man den ersten 
Factor Zyı Ugly; + Zt Uglı; — Un; — Up — UyUur,, die Determinante der 
Function u, gleich 0, so ergeben sich daraus und aus der Gleichung der Curve 
die Coordinaten der Rückkehrtangenten, welche, mit Ausschluss der vorher 
genannten, solche Tangenten sind, die die Curve in Puncten berühren, in wel- 
chen die Krümmungsradien der Curve verschwinden. Diese Rückkehrtangenten 
entsprechen in den reciproken Curven den Wendepuncten, in welchen be- 
kanntlich die Krümmungsradien der Curven unendlich gross sind. Aus der 
Ansicht der die Coordinaten der Rückehrtangenten bestimmenden Gleichungen 
ergiebt sich nun folgender Lehrsatz: 

Eine Curve nter Classe hat im Allgemeinen 3n(n—2) hückkehr- 
tangenten. 

Zur Bestimmung dieser Rückkehrtangenten dient Folgendes: 

IVenn u eine ganze und homogene Function nten Grades von den 
V ariabeln a,,a,,a; ıst; A die aus den zweiten partiellen Differentialquo- 
tienten der Function u zusammengeselzte Determinante bedeutet und 


” = die rechtwinkligen (oder schiefwinkligen) Coordinaten einer variabeln 
Linie sind, so bestimmen die Gleichungen 
um, A=0 

die Coordinaten der Rückkehrtangenten der Curve unter Classe u=V%. 

Der Lehrsatz folgt nach dem Gesetze der Reciprocität aus dem ent- 
sprechenden, bekannten Satze von den Wendepuncten; allein die darauf fol- 
gende Angabe dürfte nicht ohne Weiteres aus diesem Gesetze herzuleiten sein. 
Sie stimmt mit der Regel zur Bestimmung der Wendepuncte einer Curve 
rter Ordnung, welche ich im 28ten Bande S. 104. gegeben habe, vollständig 
überein, wenn man die Punctcoordinaten in Liniencoordinaten verändert. 


Ich werde nun, indem ich n=3 setze, um die Natur der Curven 


dritter Classe darzulegen, in dem folgenden Paragraphen einige Sätze über 
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diese Curven aufstellen, deren Beweise sich aus den früher mitgetheilten Sätzen 
über Curven dritter Ordnung mit Hülfe des Reciprocitätsgesetzes ergeben, oder 
durch Deutung der sie begründenden Gleichungen, nach Umänderung der 


Punectcoordinaten in Liniencoordinaten. 


$. 2. 


1. Alle, dreien gegebenen Kegelschnitten gemeinschaftlichen har- 
monischen Polarenpaare berühren eine und dieselbe Curce dritter Classe. 

Harmonische Polaren eines Kegelschnittes sind bekanntlich jede zwei 
gerade Linien, welche mit dem aus dem Schnittpuncte derselben an den Ke- 
gelschnitt gezogenen Tangentenpaare ein harmonisches Bündel bilden. 

2. FVenn eine Curve dritter Classe gegeben ist, so lassen sich drei 
verschiedene Systeme con Kegelschnitten finden, deren gemeinschaftliche 
harmonische Polarenpaare die Curve dritter Classe berühren. 

Diese Systeme von Kegelschnitten werden auf folgende Art aus der 


gegebenen, zwischen @,, &,, @, homogenen Gleichung ® = 0 der Curve drit- 


2 . ad, 72) . .. . 
ter Classe gefunden, in welcher = die Liniencoordinaten der Tangente be- 
nr 3 3 


deuten. Wenn F diejenige Function dritten Grades ist, die zur Determinante 
die Function ® hat, und man bezeichnet durch F\, F,, F, die nach den Va- 
riabeln genommenen partiellen Differentialquotienten der Function F, so stellt 
sich das gesuchte System Kegelschnitte in Liniencoordinaten durch die Gleichung 
uf thR, th, = 0 

dar; in welcher Gleichung A,, A,, A, beliebige Constanten sind. Da sich aber 
drei verschiedene Functionen F bestimmen lassen, deren Determinanten die 
gegebene Function ® ausdrückt, so giebt es auch drei verschiedene Systeme 
Kegelschnitte von der genannten Art. Den vorhergehenden Satz werde ich 
kürzer so ausdrücken: 

3. Jede Curve dritter Classe hat drei verschiedene Systeme Pola- 
renpaare. 

4. Die Ferbindungslinie der Tangırungspuncte jedes Polarenpaares 
der Curve dritter Classe berührt diese Curee. Und umgekehrt: 

5. Jede Tangente der Curce dritter Classe schneidet die Curve in 
4 Puneten,. Die Tangenten der Curve ın ırgend zwei von den 4 Schnitt- 
puncten bilden ein Polarenpaar. 


° 


6. Betrachtet man irgend zwei, demselben Systeme zugehörige 
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Polarenpaare der Curve dritter Classe als die gegenüberliegenden Seiten 
eines der Curve umschriebenen Wierecks, so bilden die Diagonalen des 
Vıierecks ein demselben Systeme zugehöriges Polarenpaar. 

— 


l. 
in denselben eier Puncten schneiden, bilden drei, demselben Systeme ange- 


Jede drei Tangentenpaare der Curve dritter Classe, welche sich 


hörende Polarenpaare. 

Ss. Wenn man eın Polarenpaar der Curve dritter Classe mit einer 
Tangente der Curve durchschneidet und durch die beiden Schnittpuncte 
ein neues Tangentenpaar an die Curve legt, so wird die V erbindungslinie 
der Schnittpuncte des Polarenpaares mit dem Tangentenpaare wieder zu 
einer Tangente der Curve. 

9. Die Systeme von drei Tangentenpaaren einer Curve dritter Classe, 
welche sich in denselben vier Puncten schneiden, zerfallen in drei Gattun- 
gen. Kin solches System ist demjenigen Systeme zugeordnet, in welchem 
eines von den drei Tangentenpaaren eın Polarenpaar ist. 

10. Die der Curve dritter Classe umschriebenen Dreiecke, welche 
die Eigenschaft haben, dass die von den Ecken derselben an die Curve 
gezogenen Tangenten sich in einem und demselben Puncte schneiden, las- 
sen sich in drei Systeme con Dreiecken sondern. Ein solches Dreieck ge- 
hört demjenigen System an, in welchem eine Seite und die durch die ge- 
genüberliegende Ecke gehende Tangente ein Polarenpaar ist. 

1l. Es lassen sich der Curve dritter Classe nur drei Dreiecke um- 
schreiben, deren Ecken auf den drei, con einem beliebigen Puncte an die 
Curce gezogenen Tangenten liegen. 

12. Jede Tangente der Curce dritter Classe schneidet dieselbe in 
vrer Puncten. Von den vier Tangenten in diesen eier Schnittpuncten ı1st 
jede die Polare zu den drei andern in verschiedenen Systemen, und irgend 
drei derselben bilden, zu zweien combinirt, drei Polarenpaare in verschie- 
denen Systemen. 

13. Wenn von drei Tangenten der Curve dritter Classe eine Tan- 
gente die Polare zu den beiden andern in zwei verschiedenen Systemen 
ist, so bilden die beiden letzten ein Polarenpaar aus dem dritten Systeme. 

14. Drei von einem beliebigen Puncte an die Curce drüter Classe 
gezogene Tangenten haben in verschiedenen Systemen drei Polaren, welche 
sich in einem und demselben Puncte schneiden. 


15. F/Venn man’ die Curve driter Classe mit einer Tangente der- 


ee 
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selben schneidet, so bilden die Tangenten in den vier Schnittpuncten ein 
collständiges Viereck, dessen drei Diagonalen paarweise Polarenpaare aus 
verschiedenen Systemen sind. Die Tangırungspuncte dieser Diagonalen 
und der Tangirungspunect der ersten Tangente liegen auf einer und dersel- 
ben geraden Linie, welche dıe Curve berührt. 

16. IV enn man von einem beliebigen Puncte an die Curve dritter 
Classe drei Tangenten zieht, so schneiden dieselben die Curve in 12 Puncten. 
Von den zwölf Tangenten ın diesen Puncten schneiden sich sechszehnmal 
drei Tangenten ın einem Puncte. 

17. IVenn N eine beliebig gegebene homogene Function dritten 
Grades con den Liniencoordinaten a,, a,, a3 bedeutet, also 

v0 

die Gleichung einer beliebig gegebene Curve dritter Classe und 

2,0, + 2,0, + 2,0, = 0 
die Gleichung eines gegebenen Puncts ıst, so ıst, wenn man die Deter- 
minante der Function V, gebildet aus den zweiten partiellen Differential- 
quotienten dieser Function durch W bezeichnet, 

ovow .Dvow ovoaw ovow ovaw avow 

(5. da; 9a; 32.) in %a, 9a, 52) *\9a, da, 0a, = . 
die Gleichung einer Curve vierter CGlasse, welche von den Tangenten berührt 
wird, die dıe Curve dritter Classe ın denjenigen Puncten berühren, in wel- 
chen die drei aus dem gegebenen Puncte an die Curve gezogenen Tangen- 
ten die Curce schneiden. 

Diese Sätze entsprechen den Sätzen (1. bis 17.) in der vorhergehenden 
Abhandlung. Ich füge hiezu noch einige Sätze, welche den früher aufgestell- 
ten Sätzen über die Wendepuncte der Curven dritter Ordnung auf gleiche 
Weise entsprechen. 

18. Jede zwei Rückkehrtangenten einer Curve dritter Classe schnei- 
den sıch ın einem Puncte, durch welchen auch eine dritte Rückkehrtan- 
gente geht. 

19. Es lassen sich eiermal drei Puncte angeben, durch welche die 
neun Rückkehrtangenten dritter Glasse gehen. 


20. FVenn man die homogene Gleichung einer Curve dritter Classe 


durch lineäre Substitutionen neuer Variabeln b,, b,, b,; auf dıe Form 
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bringt, so sındb, =0, by =0, b, = die Gleichungen der drei Puncte, in 
welchen sich die neun Rückkehrtangenten der Curve zu dreie schneiden. 

Von diesen Sätzen werde ich in den folgenden Paragraphen Gebrauch 
machen. 


$. 3. 
Eine beliebig gegebene homogene Function p dritten Grades von den 


Variabeln &,, X,, x, lässt sich, wie ıch ım 28ten Band dieses Journals $. 95. 


bewiesen habe, durch lineäre Substitutionen von der Form 


ar mel ER (2 8) „ 
x, — X] ytraıfyHtaı Y3» 


Bu: 1 (2 3) 

10. = hy +aßfy + aM y, 
- u EEE ‚(2 m0) » 

\ X — X Yı +. 'y-+ay”y, 


auf die einfache Form 


11. g=yıitryn+ty + 6bayıyy 

zurückführen. Wenn man durch > S oder, kürzer ausgedrückt, durch 
%, X, X; rechtwinklige Punctcoordinaten bezeichnet, so stellt die Gleichung 
= eine beliebige Curve dritter Ordnung dar und die Gleichungen y,=0, 
ypı= 0, y = sind die Gleichungen von drei geraden Linien, welche durch 
die neun Wendepuncte der Curve gehen (Bd. 28. S. 107.). Ich werde fortan 
die Variabeln y,, Ya, Ys, welche als Functionen der rechtwinkligen Coordinaten 
&%,, &%,&; durch die Substitutionen (10.) gegeben sind, die neuen Coordinaten 
des Punctes nennen, welcher durch die rechtwinkligen Coordinaten a, 2, ©; 
bestimmt ist. 

Die Curve dritter Ordnung g=0, welche ich hier untersuchen werde, 
lässt sich als der geometrische Ort der harmonischen Polenpaare dreier zu be- 
stimmender Kegelschnitte oder eines ganzen Systems Kegelschnitte betrachten, 
unter welchen die drei erwähnten beliebig gewählt werden können (Bd. 28. 
S. 105.). Die Gleichung dieser Kegelschnitte erhält man (wie an der citirten 
Stelle bewiesen worden ist) aus derjenigen Function f (deren Determinante die 
Function @ ist), wenn man die Summe der partiellen Differentialquotienten 
der Function f, jede mit einer veränderlichen Constante multiplicirt, gleich 0 
setzt. Es ist aber die Function /, durch die neuen Coordinaten ausgedrückt, 


abgesehen von einem constanten Factor, mit welchem dieselbe multiplicirt ist 


und auf welchen es hier nicht ankommt, folgende: 


r a ‚3 „3 a . 
12. /=-y+trnrty+t6bpyıyıy; 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd, XXXVII. Heft 3. 33 
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wo p durch die Gleichung dritten Grades 
13a. pP+3pr+3= 
gegeben ist. Mithin erhält man für die Gleichung des gesuchten Systeins von 
Kegelschnitten: 
]; ER Y 


19x, 2dz, Id 


m Of = of a of 
—=0 oder A, dy, a5 _ 
Setzt man nun je zwei von den Grössen A gleich 0, so erhält man aus dieser 
Gleichung die Gleichungen 

14a. yı + 2pyy = 0; ya + 2pyıy =V$; y; + 2PYıya — (0 
dreier Kegelschnitte, deren gemeinschaftliche Polenpaare auf der Curve dritter 
Ordnung g=V liegen. 

Es seien Y,, Ya, y; und F,, Y,, Y, die neuen Coordinaten eines belie- 
bigen, diesen drei Kegelschnitten gemeinschaftlichen Polenpaares; welches ich 
kürzer ein Polenpaar der Curye genannt habe. Alsdann hat man folgende 
Bedingungsgleichungen: 

Yı Yı+ PY3 Yı+ Pr Is =, 
13. PyY3 Yı+ PYa Y,+ Pyı I, =U, 
PY: Yıtpndı+ BI; =; 


aus welchen sich durch Ehmination von Yı, Ya, Yy; oder Y,, Ya, Y5 wiederum 


die Gleichung der Curve g=WV ergiebt. Durch dieses Polenpaar der Curve 
lege ich eine gerade Linie, deren Gleichung 

14. byı + by + bsy = OÖ 
sei, welche durch Substitution der Werthe von Yy,, Ya, Y3, Wie sie sich durch 
Auflösung der lineären Gleichungen (10.) ergeben, in 

15. d&%, + 9%, + 0,20, = 0 
übergeht. Zwischen den rechtwinkligen Coordinaten dieser geraden Linie 
A), @, Q, und den neuen Coordinaten derselben geraden Linie, welche ich als 
die Coefhicienten Ö,, Ö,, 6, der durch die neuen Punctcoordinaten ausgedrück- 


ten Gleichung (14.) der geraden Linie definire, erhält man folgende Relationen: 


| 0 
), =! ta" a, + a,” a,, 

6 5) 2 
16. ,=aıP a ta®9a,-+ a a,, 


x 3 
b, 222 a9 a,-+ a) a+t a“ din, 
welche die einen bestimmen, wenn die anderen gegeben sind. Damit nun die 


gerade Linie (14.) durch das erwähnte Polenpaar der Curve hindurchgehe, 


müssen folgende zwei Gleichungen erfüllt werden: 
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b; yY-t by Y. + b3 Y3 —=(, 
b, / + b, F, + b, Fr, — 0. 


Eliminirt man aus den fünf Gleichungen (13. und 17.) die Variabeln %,, y., ; 


17. 


und F,, F,, F,, welche in diesen Gleichungen die Stelle von vier Unbekann- 
ten vertreten, da nur ihre Verhältnisse in die Gleichungen eingehen, so er- 
hält man eine Relation ?=0 zwischen den neuen Coordinaten b,, b,, b, der 
geraden Linie (14.), welche ein Polenpaar der Curve verbindet. Diese Elimi- 
natıon lässt sich am einfachsten dadurch ausführen, dass man den Gleichun- 
sen (13. und 17.) die Form 





yıYı k j u s 
-eydı+yV,, ub=YyY, —YYs, 
y: Y; . 
-. =yhrtryıl, u» =yYr,ı — Yıt, 
YsY: . \ i e ü 
-eyrıtndı u eyt—yıfı 
giebt und sie paarweise addırt, oder von einander abzieht, wodurch ınan 

Yyıı ’ 7 YyıFı vn r 
ab, — je +2 75; — ub, — Yun 2y; Vs, 

Ya Y. r y Yr Y, > 4 
ul, — ' 7 = 2yY,, — Ab, — p —=2y,Y5;, 

YyY. uni Ylı —. > 


erhält, Multiplicirt man alsdann die erste Gleichung (17.) nach einander mit 
2F,,2F,,2FY, und setzt die Werthe der Producte rechts aus den zuletzt ab- 
geleiteten Gleichungen hinein, so erhält man folgende drei Gleichungen: 
by tfır pr Gy =, 
18. yfı- ybıoyır by =, 
b»yıfıtr datı — Zpbyıt =, 
woraus durch Elimination der drei Producte yı Ya; Y2 Ya; Y3 Ys die gesuchte 
kelation D—= 0 hervorgeht. Ich bemerke noch, dass, wenn man in (1$8.) 
yfı= DB; pr = B;; Ys r,=B, 
setzt, d,, d3, 6, und B,, B;, B; die Coordinaten eines Polarenpaares der Curve 
dritter Clase P=0 sind. 
Auf dem angegebenen Wege findet man für die Function ®: 


19. p=4 +45 ++ 6rblal;, 


wo die Constante r durch die lineäre Gleichung 





14, 


nm 
 —- 

ir 
N 


20. 
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pP +jpmr —i=0 


bestimmt wird, und nun p eine der drei Wurzeln der Gleichung (13.) ist. 
Aus dem Grade der Gleichung ®=0 lässt sich nun folgender Lehr- 


satz schliessen, welchem ich zugleich seinen entsprechenden beifüge: 


21. 


Polenpaare einer Curve dritter Ord- 


Die geraden Linien, welche 


nung aus einem und demselben Systeme 
verbinden, berühren eine Curve dritter 


Classe. 


Die Puncte, ın welchen sich Pola- 
renpaare einer Curve dritter Classe aus 
einem und demselben Systeme schnei- 
den, liegen auf einer Curve dritter 


Ordnung. 


Da eine Curve dritter Ordnung drei Systeme Polenpaare und eine Curve 
dritter Classe drei Systeme Polarenpaare hat, so lassen sich die beiden genann- 


ten Sätze, mit Berücksichtigung der früher angegebenen, auch so ausdrücken: 


22. Wenn man von einem varia- 
beln Puncte einer gegebenen Curve 


die 


Curve zieht und durch die vier Tan- 


dritter Ordnung Tangenten an 
girungspuncte drei Linienpaare legt, 
so berührt jedes dieser drei Linien- 


paare eine andere Curve dritter Classe. 


Wenn man eine gegebene Curve 
dritter Classe mit einer varıablen Tan- 
gente durchschneidet, so bilden die 
Tangenten in den vier Schnittpuncten 
ein vollständiges Viereck, in welchem 
jede von den drei Diagonalen von 
einem Punctenpaare begrenzt wird, 
welches eine andere Curve dritter Ord- 


nung beschreibt. 


Aus der Form der Function ® lässt sıch Folgendes schliessen, was zur 


Vervollständigung des vorhergehenden Satzes dient: 


23. Durch die neun Wendepuncte 
der gegebenen Curve dritter Ordnung 
lassen sich viermal drei gerade Linien 
legen. Diese drei geraden Linien bilden 
ein Dreieck, in dessen Ecken sich die 
neun Rückkehrtangenten jeder der drei 
Curven dritter Classe zu dreien schnei- 


den. 


Die neun Pückkehrtangenten der 
gegebenen Curve dritter Classe gehen 
viermal durch drei Puncte. Diese drei 
Puncte bilden die Ecken eines Dreiecks, 
dessen Seiten durch die neun Wende- 
puncte jeder der drei Curven dritter 


Ordnung gehen. 


Ich werde in dem folgenden Paragraphen die oben durchgeführte Un- 
tersuchung, aus einem anderen Gesichtspuncte betrachtet, wieder aufnehmen; 


einer nicht unwichtigen Bemerkung 


Wege schwerer begründen lässt. 


wegen, die sich auf dem eingeschlagenen 
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S.. 4. 
Es seien z,, 22, 2; die neuen Coordinaten eines beliebigen Punctes P 
der betrachteten Curve dritter Ordnung g=0. Von ihm aus lassen sich an 
die Curve vier Tangenten ziehen, deren Tangirungspuncte in dem Kegelschnitte 


Ip Ip Ip 
ad, +23,,+25,=0 


liegen, welcher die Curve zugleich in dem Puncte P berührt. Setzt man der 
Kürze wegen = Pıyı + Payz + Pays, so werden die Coefficienten ?,, Pr, Pi; 
sich immer so bestimmen lassen, ver die Gleichung 


21. P+ 18a, 


identisch wird; in welcher Gain a,b, B lineäre, homogene, noch zu be- 


+ Or 


+25) = a.b.B 





stimmende Functionen von yı, 3, 4; bedeuten, die, der Reihe nach gleich 0 
geselzt, die Tangente in dem Puncte P und das durch die vier Tangirungs- 
puncte gelegte Linienpaar darstellen. Setzt man also 
a, =2 + 20 22, .=2-+ 2022, =, + 2722, 

a = AıYı + oYı + 03Y5, 

b= bıyı + bayı + 63%, 

B=By+ B;y2 + B,yY;, 
so werden die unbekannten Coefficienten in den genannten lineären, homoge- 
nen Functionen sich durch Entwicklung der beiden Theile der identischen 
Gleichung (21.) und durch Gleichsetzung der Coefficienten gleicher Potenzen 
und Producte der Variabeln finden lassen. Aus dieser Gleichsetzung gehen 


aber folgende Gleichungen hervor: 
1+ Aa =ubhB, 1+ a2 =nbB, 1+93 = %bB,, 
Paz, + 2rfı 3 = 6b, B, + (65, B, + b,B,), 
| Pız2 + 27,23 = uwb,B, + a, (0b, B, + b,B,), 
22, P322 + 279,2 = ;b,B, + %(b,B; + b,B;), 
Pa23 + 2 P;2, = %b,B, + 0,(b,B, + b,B,), 
Pız3 + 27 2, = mb, B; + a,(&,B, + 4b, B;),, 
 Pzı + 29 = 5b, B, + (6, B, + buB;). 
Um aus diesen Gleichungen, in welchen sich, wie man bemerken wird, 


die Indices vertauschen lassen, die Grössen 2,, d,,d, und B,, B,, B, zu be 


stimmen, hebe ich die vierte Gleichung heraus und eliminire £, und £, mit 


Zuziehung der beiden ersten Gleichungen. Dieses giebt 
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({ 


rn? 


Xg 
u 


> 


de. 


r2 


- 
| » 


und durch Vertauschung der Indices 1, 2 geht die Gleichung in 


(a 


Sp r ig ’ 
PD -t en a,b, B, = Ir Er aD, B, pen tb, B; -H a,b, B; + b, B,) 
=] 2 


2%, 
über. Ich multiplicire nun die erste dieser Gleichungen mit a,, die zweite 


mit &, und ziehe das Letztere von dem Ersteren ab. Dadurch erhalte ich 


N 
[> 


27 0, a2 
ur —) = 9 


2 2,22 


(2,8, B, — z,b, B,) = + 


+2 


Da der zweite Factor in dieser Gleichung nicht gleich 0 sein kann, so wird 
,.2,:0,.D = %: 2 
Durch Vertauschung der Indices in dieser Proposition erhält man 
BF, 2a 2 Be Bin 2 2 Zu 1 Zum 
oder, wenn man durch & einen unbestimmten Factor bezeichnet: 
23. b,B, = xz;; 5 EN db, DB; =:x2;. 


Setzt man diese Werthe von 4, B, und 6,B, in die erste der obigen beiden 


1 k 
Gleiehungen und bezeichnet den Ausdruck 27% — —— , welcher sich durch 


2] Tg 
die Vertauschung der Indices nicht ändert, der Kürze wegen durch A, so geht 
diese Gleichung ın 
Kzyoi Auen 
über; woraus durch Vertauschung der Indices wiederum folgende drei Glei- 


chungen hervorgehen: 

24. 5,B,+b,B,=Az;: 65,B+b,B,=%,; 5bB,-+b,B, =Xz,. 
Die Grössen d,,0,,d,; und D,, B,, P,, oder vielmehr ihre Verhältnisse, lassen 
sich aus den Gleichungen (23. und 24.) nicht anders als durch Auflösung 
einer cubischen Gleichung finden; was geometrisch schon daraus erhellet, dass 
sich durch die genannten vier Tangirungspuncte drei Linienpaare legen lassen. 
Um die ceubische Gleichung auf symmetrische Weise abzuleiten, nehme man 


an, dass Z,, Z,, Z, drei Grössen seien, welche den beiden Gleichungen 
1, A +0,62, =V, 5,4 + BA + b,2, =0 
genügen; also die neuen Coordinaten desjenigen Puncts, in welchem sich die 


Linien 3=0 und B=%0 schneiden. Alsdann lassen sich aus den Gleichun- 


gen (23. und 24.) leicht folgende drei Gleichungen zusammenstellen: 
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Bar 
padı + A + Zadın = 0 


[4 1 r 7 
7, + 7 a2 + 2z,3=0, 


r r r 
„ht z+ pp” a =N, 


n 


in welchen der Kürze wegen 7 = 2» gesetzt ist. Elıminirt man nun die 


Hülfsgrössen Z,, Z,, Z, und bemerkt, das +2 +23 + 672,22 =V ist, 
weil 2), 23,2; die neuen Coordinaten eines Punctes der Curve = 0 sind, so 


erhält man für die gesuchte cubische Gleichung: 
25. pP +3pr +3—=0. 


Diese Gleichung stimmt aber mit der Gleichung (13.) überein. Es ist mithin 
p hier dieselbe Grösse, welche an der genannten Stelle mit diesem Buchstaben 
bezeichnet wurde. 

Will man nun die Verhältnisse 6,:6,:Ö6, und B,: B,: PD, suchen, 
nachdem man einen Werth von p berechnet hat, welcher der Gleichung (25.) 


genügt, so kann dies aus folgenden Gleichungen geschehen: 
b,B, tz, , b,B; + d, B, = 2pxa, , 
26. b, B; (295 b,B, -+ b, B; 
0,2, 22 x:,, d6,B, + b,D, = 2pxrz,, 


2px2,, 


l 


in welche die Gleichungen (23. und 24.) übergehen, wenn man für A den 
Werth 2px setzt. Es erfordert diese Bestimmung nur die Auflösung von 
quadratischen Gleichungen; welche ich übergehe. Es lässt sich aber aus den 
zuletzt angeführten Gleichungen ein wichtiges geometrisches Resultat ziehen. 
Denn multiplicirt man die drei ersten Gleichungen mit 2» und zieht sie von 


den drei letzten Gleichungen ab, so erhält man 


—2>64,B+ db+ bb =U, 
27. Ö,B, — 2>b,b,+ bB=VU, 
b,b,+ IB — bb, =V; 


welche Gleichungen mit den Gleichungen (18.) übereinstimmen, wenn man 
yYı=B, »Y% = DB, yYı, = BD, setzt. Dieses beweiset aber, dass das 
betrachtete Linienpaar = 0 und B=V ein Polarenpaar dritter Classe 


pP=0 ist. Die Lehrsätze (22.) lassen sich hiernach wie folgt vervollstän- 


digen: 
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24. Wenn man von einem varıa- 
beln Puncte einer gegebenen Curve 
dritter Ordnung Tangenten an die 
Curve zieht und durch die vier Tan- 
girungspuncte drei Linienpaare lest, 
so berührt jedes der drei Linienpaare 
eine andere Curve dritter Classe und 
ist zugleich ein Polarenpaar dieser 


Gurve. 


Königsberg im August 1847. 





Hesse, über Ourven dritter Classe und Ourven dritter Ordnung. 


Wenn man eine gegebene Curve 
dritter Classe mit einer variabeln Tan- 
gente durchschneidet, so bilden die 
Tangenten in den vier Durchschnitts- 
puncten ein vollständiges Viereck, in 
welchem jede von den drei Diagona- 
len von einem Punctenpaare begrenzt 
wird, welches eine andere Curve drit- 
ter Ordnung beschreibt, und dieses 
Punctenpaar ıst zugleich ein Polenpaar 
dieser Curve. 
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1». 


Eigenschaften der Wendepuncte der Curven 
dritter Ordnung und der BRückkehrtangenten 
der Curven dritter Classe. 


(Fortsetzung der Abhandlungen No. 10. und No. 11. 2Sten Bandes und No, 14. 38ten Bandes.) 


(Von Herrn Dr. Otto Hesse, Prof. der Math. an der Universität zu Königsberg in Pr.) 





1. 1 on den neun FVendepuncten d,, d5, .... d, einer behebigen 
Curve dritter Ordnung liegen zwölfmal drei Puncte in einer geraden Linie, 
nach folgendem Schema: 


0,0,03 A,, d,d,4, = DB, d,d,d, = C,, 0,44, = D,, 
0,050; A,, 0,d,d, = B,, 0,0, de, 0,0,d, = NM, 
d,d,d, = As, d,0,d, = b,, Id, el, . ' d,d,d, = D;; 


III 


wo die Zeichen für die zwölf geraden Linien so angenommen sind, dass 
A,,A,, A, drei gerade Linien bedeuten, welche durch sämmtliche neun W en- 
depuncte hindurchgehen; eben so B,, B,, B;, etc. 

Den Beweis dieses Satzes habe ich ın einem frühern Bande dieses 
Journals gegeben. Man kann ihn aber auch prüfen, wenn man die Coordi- 
naten der Wendepuncte selbst durch lineäre Gleichungen ausdrückt. Ist näm- 
lich von der Curve dritter Ordnung y + y + y3 + öryıypy =0V die Glei- 
chung, in welcher y,, 2,5 lineäre Functionen der rechtwinkligen Coordinaten 
bedeuten, die, wie man weiss, gleich 0 gesetzt, die Gleichungen von drei ge- 
raden Linien werden, welche durch die neun Wendepuncte hindurchgehen: 
so erhält man aus der Verbindung der Gleichungen der genannten drei gera- 


den Linien mit der Gleichung der Curve für die Wendepuncte folgende Ver- 


hältnısse der lineären Functionen yı, Ya, Y5: 
Crelle’s Journal f. d, M. Bd, XXXVIIL Heft 3. 34 
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Yı Ya Y3 
Ö, 0:+-1:—1 
d, 0 :+1:— 4 
d; 0 :+1:—K#K 
d,I—-1: 09:+]1 
d4,I— 4": 0:+1 
4iI—-k: 0:1 
d-I+1:—4: 0 
‘&,I+1:—1: O0 
d&iI+1:— 4: 0, 


wo 4‘ und 4“ die beiden imaginären dritten Wurzeln der Einheit sind. 


Hieraus ergiebt sich nun für die Gleichungen der zwölf geraden Linien: 


A=zy=Vd; DBzeytyty=V0; G=kytyty=0; D, Zk"ytyat+y—V s 
A=yp=V; B=Zytk'ytky=0; G=yFtYytk'y=0; D,= yıtyt+k"ys=0; 
A,=y=V; B,=yıtk'ytk"y—=0; G=yt+k'yty—=0; D = ytk"ytYy—V0. 
Die neun letzten Gleichungen erhält man unmittelbar, wenn man in den drei 
Substitutionen (Bd. 28. S. 96.) die Grössen z,, 23, 23 gleich 0 setzt. 

Dem obigen Satze entspricht folgender Satz von den Rückkehrtangenten 
einer Curve dritter Classe: 

I. Fon den neun Rückkehrtangenten d,, d3, .... d, einer beliebigen 
Curve dritter Classe schneiden sich zwölfmal drei Rückkehrtangenten in 
einem Puncte, in der Art, wie es das obıge Schema zeigt, wo A,, As, .... D; 
die zwölf Schnittpuncte bedeuten. 

Diese beiden Sätze lassen sieh auch umkehren, wie folgt: 

2. Venn neun Puncte, in einer und derselben Ebene, eine solche 
Lage zu einander haben, dass zwölfmal drei con ihnen auf einer geraden 
Linie liegen, so wie das obige Schema es vorschreibt, so sind diese neun 
Puncte die VVendepuncte der Curven dritter Ordnung, welche durch die 
neun Puncte hindurchgehen. 

II. FVenn neun gerade Linien, in einer und derselben Ebene, eine 
solche Lage zu einander haben, dass zwölfmal drei von diesen Linien 
durch einen und denselben Punct gehen, nach Vorschrift des obigen Sche- 
mas, so sind diese neun geraden Linien die Rückkehrtangenten der Curven 
dritter Classe, welche von den neun geraden Linien berührt werden. 

Die geraden Linien A,, A,, Az bilden die Seiten eines Dreiecks a, @,, @x 
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Die Coordinaten der diesen Seiten gegenüberliegenden Ecken a,, @,, a, des 
Dreiecks lassen sich leicht aus den angegebenen Gleichungen bestimmen. 
Eben so die Coordinaten der Ecken Ö,, 63, d, des durch die Linien B,, B., B, 


gebildeten Dreiecks u. s. w. Für diese Coordinaten ergeben sich nämlich fol- 
gende Verhältnisse der Grössen %ı, Ya, Ys: 








Yı %2 %s Yı Yı % 
a|1:0 :0 «f1:#:% 
27,10:1 :0 1:1 :% 
7|0:0 :0 G11l:%4”:1 
4, j1:1:1 d,|1:k“: k"“ 
b,j1: hi: A“ dÄ,Ij1:1:% 
b,il:k":K, er: 








Betrachtet man nun die neun geraden Linien 4, deren Gleichungen 


4, = Yy Y=V, d,=y, u ; —. , d=Yı — ky=V, 
2,2 Ds k'y; =, 4, =YJı— k“y; =, A == 5 Wu, 4 Toame v, 
3 =Jp — kK'yy =, 2 3 Ya k'yz —(, Kzy-— k'y, — () 








sind, so ist leicht zu sehen, dass auf jeder derselben ein Punct a, ein 
Punct 6, ein Punct c und ein Punct d liegt; was genauer durch folgenden 
Satz ausgedrückt wird: 

3. Die geraden Linien A,, A,, A,; B,, B,, B,; C,, CG,, C,; D,, D,, D, 
bilden vier Dreiecke, deren entsprechende Ecken a,,a,, a5; b,, b,, b;; c, , 65, C;; 
dı, d,, d, auf neun geraden Linien A liegen, so, wie es das folgende Schema 
angıebt: 


abad Es ab,6cd, = Ass a;bacıd, = Ar, 
a,b,c,d; = Ah, bc 4, ab, 5d, = 4;, 
a,b,6;d = 45, ab,od = 4, Qa,b;c,d, = As, 


Und unter der Voraussetzung des Satzes (l.) hat man folgenden, dem vorher- 
gehenden entsprechenden Satz: 

III. Die Puncte A,, A,, As; B,, B,,B,; C,, G,, C,; D,,D,, D, bilden 
die Ecken von vier Dreiecken, deren entsprechende Seiten a,, a,, a3; b, , b,, b;; 
C1, C2, 65; dı, da, da durch neun Puncte A gehen, auf die Weise, wie es das 
vorhergehende Schema angiebt. 


In dem ersteren Falle schneiden sich, wie aus dem letzten Schema zu 
sehen ist, zwölfmal drei gerade Linien 4 ın einem Puncte, in folgender Art: 
34* 
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AAAs ZU; IAdıde = bi; A AA, = 0; Add, = di; 
A,I,As EZ A,de A, = bu; d,IA = 6; IsI, Is = dr; 
A,dsd, = 43; A,d,d, = bs; Is AA, Z 65; AgdıAr Z ds. 


Dieses Schema geht in das erste über, wenn man für die kleinen Buchsta- 
die entsprechenden grossen und für die grossen die entsprechenden kleinen 
selzt. Aus dieser Bemerkung gehen mit Rücksicht auf (II. und 2.) folgende 
Sätze hervor: 

4. Die neun geraden Linien A sind die Rückkehrtangenten der 
Curcen dritter Classe, welche von den neun geraden Linien A berührt werden. 

Von jedem der Wendepuncte der Curve dritter Ordnung lassen sich 
nur drei Tangenten an die Curve ziehen, und die Tangirungspuncte liegen in 
einer geraden Linie. Diese den neun Wendepuncten entsprechenden neun 
geraden Linien sind die Linien 4; wie aus ihren oben angegebenen Gleichun- 
gen ersichtlich ist. Bringt man hiermit den Lehrsatz 22. aus der frühern Ab- 
handlung in Verbindung, nämlich: „Wenn man von einem variabeln Puncte 
der Curve dritter Ordnung Tangenten an die Curve zieht und durch die vier 
Tangirungspuncte drei Linienpaare legt, so berührt jedes von den drei Linien- 
paaren eine andere Curve dritter Classe”: so zeigt sich sogleich, dass die neun 
Linien 4 die Rückkehrtangenten dieser drei Curven dritter Classe sind. 

IV. Die neun Puncte A sind die VVendepuncte der Curven dritter 
Ordnung, welche durch die neun Puncte gehen. 

Jede Rückkehrtangente der Curve dritter Classe schneidet die Curve 
nur in drei Puncten, und die Tangenten der Curve in diesen drei Puncten 
schneiden sich in einem und demselben Puncte. Auf diese Weise entspricht 
eder Rückkehrtangente ein Punct, und die den neun Rückehrtangenten ent- 
sprechenden neun Puncte sind eben die Puncte 4. Stellt man diese Bemer- 
kung mit dem reciproken Lehrsatz (22.) zusammen, nämlich: „Wenn man die 
Curve dritter Classe mit einer variabeln Tangente durchschneidet, so bilden die 
Tangenten in den vier Schnittpuncten ein vollständiges Viereck, in welchem 
jede von den drei Diagonalen von einem Punctenpaare begrenzt wird, welches 
eine andere Curve dritter Ordnung beschreibt’: so zeigt sich, dass die neun 
Puncte 4 die Wendepuncte eben dieser drei Curven dritter Ordnung sind. 

Die neun geraden Linien 4 lassen sich auch auf eine andere als die 
beschriebene Art construiren. Denn betrachtet man das Dreieck @,, @,, Q,, so 
zeigt sich leicht, dass die Linien a,d, und 4,; a,d, und A,; a,d; und 4, zu 


den Seiten A, und A, des Dreiecks harmonisch sind; ferner dass die Linien 
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(,d, und 4,5 a,d, und 4,5; a,d; und A, harmonisch sind zu den Seiten A, 
und A,; endlich dass die Linien a,d, und 4,; a,d, und 4; a,d, und 4, har- 
monisch sind zu den Seiten A, und A,. 

Aus dieser Bemerkung ergiebt sich folgender Lehrsatz : 

5. Wenn man durch die neun FVendepuncte einer Curce dritter 
Ordnung die Seiten eines Dreiecks hindurchlegt (was viermal geschehen 
kann), den Schnittpunct einer Seite mit der Curve durch eine gerade Linie 
mit der gegenüberliegenden Ecke des Dreiecks verbindet und zu dieser Ver- 
bindungslinie und den beiden Seiten des Dreiecks, welche sıch in ıhr schnei- 
den, die vierte harmonische Linie construirt, so geht diese Linie durch eine 
Ecke eines jeden con den eier Dreiecken hindurch, deren Seiten die Curce 
ın den neun VVendepuncten schneiden. 

Diesem Satze entspricht folgender andere: 

V. Wenn man ein Dreieck construrt, durch dessen Ecken die 
neun Hückkehrtangenten emer Curve dritter Glasse hindurchgehen (was 
viermal geschehen kann), und zu den beiden Seiten des Dreiecks und der 
Jtückkehrtangente, welche in einer Ecke des Dreiecks zusammenstossen, die 
eierte harmonische Linie construirt; so schneidet diese die gegenüberliegende 
Seite des Dreiecks in einem Puncte, durch welchen eine Seite jedes Dreiecks 
hindurchgeht, in dessen Ecken sich die neun Rückkehrtangenten zu dreien 


schneiden. 


Königsberg im September 1847. 
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16. 


Transformation einer beliebigen homogenen 

Function dritten Grades von zwei Variabeln 

durch lineäre Substitutionen neuer Variabeln, 

in eine Form, welche nur die dritien Potenzen 
der neuen Variabeln enthält. 


(Von Herrn Professor Otio Hesse zu Königsberg i. Pr.) 


K 
s sei 
1. Ja +3.bary+3.cay’+ dy’ 
eine beliebig gegebene homogene Function dritten Grades zwischen den bei- 
den Variabeln & und y. Diese Function lässt sich durch Substitutionen von 
der Form 
2. x = au — ße, y=au— Po 
auf dıe einfachere Form 
3. [= A.uW — B.e 
bringen, weil die Zahl der zu bestimmenden Grössen «a, ß, a‘, #, A und B 
die Zahl der Bedingungsgleichungen um zwei Einheiten übersteigt; woraus zu- 
gleich folgt, dass man zweien von den zu bestimmenden Grössen beliebige 


Werthe geben kann, während die übrigen durch sie bestimmte Werthe er- 


halten. 


af Af d’f \? —. 
Wenn man den Ausdruck ge 3285) ‚ gleich wie in der Ab- 





handlung „Ueber die Elimination der Variabeln u. s. w.” in diesem Journ. Bd. 26. 
S. 68., mit dem Namen ‚„Determinante der gegebenen Function / in Rücksicht 
auf die Variabeln x, y” bezeichnet, so kann man, weil / sich auch als eine 
Function der Varıabeln z, e betrachten lässt, eben so die Determinante der 
gegebenen Function in Rücksicht auf die Variabeln z und « bilden. Die er- 


stere werde mit g, die andere mit g‘ bezeichnet. Es ist alsdann 


4. om ry; 


wo r die Determinante bedeutet, welche aus den Coefficienten von uw und 
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ve der Substitutionen (2.) gebildet ıst. Den Beweis dieser Gleichung findet 
man in der oben citirten Abhandlung (S. 89.). 


Setzt man in die letzte Gleichung die Werthe p und 9° und dividıirt 
durch die Zahl 36, so erhält man 


5. 3 = (ac—lP)a” + (ad—be)ay + (bd—c)y’ = — r’A.Bu.v. 


Aus den Substitutionen (2.) ist aber ersichtlich, dass für v=1,0—=0, 
x» und y die Werthe « und «‘, und für uv=0, e=—1, x und y die 
Werthe 3 und £° annehmen. Setzt man also den Theil rechts der letzten 
Gleichung = 0), so erhält man die Gleichung 


6. 36 = (ac—b}) x” + (ad—be)ay + bd— e)y’ = 


welcher genuggethan wird, wenn man « und a’ oder und /* statt = und y 


ER EERTE 7 ’ . 
setzt. Die Verhältnisse zZ und 5 sınd demnach als die Wurzeln der quadra- 


tischen Gleichung (6.) bestimmt, in welcher y=1 ıst, und es können, wie 





schon oben bemerkt, den Grössen « und / beliebige Werthe gegeben; z. B. 
es kann «= f'=1 gesetzt werden, wodurch « und £ geradezu die Wur- 
zeln der genannten quadratischen Gleichung werden. 

Um die Werthe von A und B zu bestimmen, bemerke ich, dass die 
Function f in A oder in B übergeht, wenn man « und a‘ oder A und #' 
statt © und y setzt. Diese Ausdrücke kann man jedoch mit Hülfe der Glei- 
chung (6.) in einfachere verwandeln. Setzt man nämlich der Kürze wegen 


für die Coefficienten in der Gleichung (6.): 
ac—l”"=m, ad—lbe=n, d—-=p, 
so ergeben sich folgende identische Gleichungen: 


[ame +(3.b.m—a.n)y] 9 _ _ 2 d’f m—4mp 











J- m? 2, de’ Gm >’ 
u Dial dem dn)a] p _ a N n’— Amp 
N Eu p* "367 Ks dy' 6p? 
@ dı @ _ d’f n’—4.mp 
St ET N un 6mp 


deren Theile links sämmtlich in A oder in B übergehen, wenn man a und «' 
oder $ und / statt = und y setzt, weil p für diese Werthe der Varıabeln 


verschwindet. Macht man von der ersten Gleichung Gebrauch, indem man die 
sich aus ihr ergebenden Werthe von 4 und B in (3.) substituirt, so erhält 
man die gesuchte transformirte Function: 
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et 


d? 
er RN. 
d?f 


d? . - . . . 
wo =) und (2), die Ausdrücke bedeuten, in welche der zweite Diffe- 
164 p 
7 . 
rentialquotient —,z übergeht, wenn man « und a‘ oder $ und £ statt x und 


y setzt. 
Mit dieser Transformation steht die allgemeine Auflösung der cubischen 
Gleichungen in der engsten Verbindung. Dann setzt man „4 so wird 


/=®0 eine cubische Gleichung in A, von der allgemeinsten Form. Diese 
u 





Gleichung geht aber, wenn man >= w und «= fß‘=H setzt, durch die 
Substitutionen 
a au— 3 
9, Ä = ı 
(U) 


ın 


Z),.0 - (53), = 


über; woraus sich, wenn man mit k irgend eine dritte Wurzel der Einheit 
bezeichnet, der Werth 

(2 

dx?/ 8 


von w ergiebt. Bezeichnet man nun durch X,, A,, X, die drei Wurzeln der 
Gleichung f=0, durch k eine imaginäre dritte Wurzel der Einheit, und sub- 
stituirt den eben gefundenen Werth von ® in (9.), so erhält man 


|. V-eVA). 

# va) ” ve) 
(2), een 
VE-IV). 
VE), 


w — 








11, = 





[8] 





A, — 3 . ” 


VG, -F VCH), 
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Diese Ausdrücke der Wurzeln der cubischen Gleichung haben eine 
Form, ın welcher alle algebraischen Functionen, aus welchen sie zusammenge- 
setzt sind, durch rationale Functionen der Wurzeln ausgedrückt werden kön- 


3 (7, 
da? Ja 


(# 
 \da?)a 


die Unbekannten, so erhält man durch die Auflösung nach den Unbekannten: 


als 





nen. Denn betrachtet man in der Gleichung (11.) «, $ und 


3; d? 
(73). _ Xı+kX,+K”X, 


—1-.[{ 


2) . Xı+lX,+kX, j 





dx?)J: 


12. X, X, +K®X, X, +KXı X, 











Pa Kg X, +K?X,+KX, } 
Bi A, X; +kX; X, +A®X, X, 
P wrT Xı+4hX, +h’X; e 


Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich folgende Regel für die Bildung 
der Wurzeln einer gegebenen cubischen Gleichung: 


Es sei f(x) =V eine gegebene cubische Gleichung: so stelle man die 
" ’ x ä 
Determinante der homogenen Function y’f (7) dritten Grades auf. Setzt 


man diese Determinante gleich O0 und zugleich y=]1, so erhält man eine 
quadratische Gleichung in x, aus deren WVurzeln a, ß die VWVurzeln 
X, X,, X, der gegebenen cubischen Gleichung f(x) =0 nach Vorschrift 
der Formeln (11.) zusammengesetzt sind, 

Ich will noch bemerken, dass der Ausdruck von X,, wenn in der ge- 
gebenen Gleichung das Glied welches x” enthält fehlt, in 


& VB —k?} Ve 1% w fe k. 
TA ;>—_ = — kV(P.ap — 2 ‚aß 
Pa ViR.ap) — Kyla.ap) 


übergeht. Dieses ist, wenn man für das Product «ß seinen Werth setzt, 


r 


2. — 





die bekannte Cardanische Formel. 


Königsberg ı. Pr. den 18. December 1847. 
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It. 
Anwendung der bestimmten Integrale zur Rei- 
hensummirung; nebst Bemerkungen über die 


unendlichen Reihen und die bestimmten 
Integrale überhaupt. 


(Von Herrn J. Dienger, Lehrer der Mathematik und Physik an der höhern Bürgerschule 
zu Sinsheim bei Heidelberg.) 


Sehr viele Aufgaben und Entwicklungen der Mathematik führen, wie bekannt, 
auf unendliche Reihen. Es ist daher immer nöthig, zu untersuchen, innerhalb 
welcher Gränzen diese Reihen angewendet werden dürfen, oder nicht. 

Jede Function, die in der Analysis der mathematischen Betrachtung 
unterliegt, hat nur so lange eine anschauliche Bedeutung, als ihr Werth be- 
stimmt und endlich ıst; sobald er jede Grösse überschreitet, oder, wie man 
sagt, unendlich gross wird, hört die Bedeutung der Function auf und sie ist 
für solche Werthe der Beibehaltung in der Analysis im Allgemeinen nicht 
fähig. Die Analysıs zeigt in den Fällen, wo ihre Operationen auf unendlich 
grosse Zahlen kommen, dass die Rechnung auf besondere Weise geführt wer- 
den müsse und der Fall dem allgemeinen Gesetze nicht unmittelbar unter- 
zuordnen sei. Solchen allgemein geltenden Beziehungen unterliegen auch die 
ohne Ende fortlaufenden Reihen; auch sie sind der Bedingung unterworfen, 
dass ihre Summe eine bestimmte und endliche sei und nicht jede Grösse über- 
steige. Geschieht dies, so hat die unendliche Reihe keine Bedeutung mehr; 
sie ist dann nur noch eine inhaltlose Sammlung von Formen, die den Ope- 
rationen der Mathematik nicht mehr unterzogen werden darf. 'Thut man es 
dennoch, so wird man, wie es der der Wissenschaft so früh entrissene Abel 
oesagt hat, beweisen können, was man will: Wahres und Falsches. 

Es ist zwar auch die Ansicht geltend gemacht worden, dass bei unend- 
lichen Reihen zweierlei Gesichtspuncte, aus welchen sie zu betrachten wären, 


festzuhalten sein. Einerseits soll ınan die Reihen als blosse Formenzusammen- 


stellungen ohne Inhalt, andrerseits als inhaltsvolle Zusammenstellungen anse- 


hen. Im ersten Falle könne von Convergenz oder Divergenz nicht die Rede 
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sein: Im zweiten sei sie zu beachten. Es scheint indess ein leeres (inhalts- 
loses) Formelwesen der Analysis nicht angemessen zu sein; vielmehr scheint 
es, eine Form ohne bestimmten Inhalt sei nicht recht denkbar und bleibe 
wenigstens immer etwas Ungewisses und Vages. Dann ist der Einwurf, den 
man der ausschliesslichen Anwendung convergenter Reihen entgegengehalten 
hat: es gebe Fälle, wo auch divergente Reihen zu richtigen Resultaten füh- 
ren, nur scheinbar. Um ıbn zu heben, werde folgender Satz bewiesen: 

„Lässt de von==abis 2 =b> a continuirliche endliche Function 
„y von x sich innerhalb der Gränzen a und 4, < 5 durch die zwischen den 
„Gränzen a und d continuirliche Function p(x) ausdrücken, so ist zwischen 
„den Gränzen a und Ö 

y=yl). 

Es ist zu erinnern, dass hier die Bedeutung von continuirlich nicht in 
jenem engern Sinne genommen ist, welcher in einer frühern Abhandlung auf- 
gestellt wurde, nämlich dass der Differentialquotient endlich sein muss, sondern 
nur in dem gewöhnlichen Sinne, dass für unendlich kleine Zuwächse der 
Hauptgrösse auch die Function unendlich kleine Zuwächse erhalte, von wel- 
cher Ordnung sie auch seien. 

Es sei yı der Werth von y für e=b,, und d, ein unmittelbar auf 
b, folgender Werth von &, y, der entsprechende Werth von y, so dass 


| 
2. yy ze 


und 


ist, wo & eine unendlich kleine Grösse bezeichnet. Dann behaupte ich, dass nicht 


3. Y%=y,(b,) 
sein kann, wenn g, von g verschieden ist. Denn aus (2.) folgt, wenn man 


(3.) beachtet: 

4, (a) — ylb)=e 
Aber es ist auch, da p(&) von a bis 5 continuirlich ist: 

5.1: ee, 
wo &, ebenfalls unendlich klein ist. Verbindet man (4. und 5.), so erhält man 

6. pl) —- ylb)me—amE. 

Es ist aber y,(Ö,) eine Grösse, die entsteht, wenn man in y,(@) c=b, setzt. 
Eben so entsteht p(d,), wenn man in y(x) a =b, setzt. Sollen nun die 
tesultate dieser Substitutionen einer und derselben Grösse Ö, unendlich wenig 


verschieden sein, so ist dies offenbar nur dann möglich, wenn 


9(,)=gY(b,) oder p= ylb,) ist. 
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Dehnt man diese Schlussart auf die folgenden Werthe von y und x 
aus, so erhält man den obigen Satz. 

Dieser, dem ersten Anscheine nach sehr einfache Grundsatz wird nun 
bei der Anwendung unendlicher Reiheu maassgebend sein. Ist nämlich y zwi- 
schen den Werthen a und 5 von & continuirlich (im weitern Sinne), und 
zwischen den Gränzen a und d, gleich einer unendlichen, also innerhalb die- 
ser Gränzen convergenten Reihe F(x), welche sich innerhalb dieser Gränzen 
in einen andern Ausdruck (geschlossen, oder auch in Form einer unendlichen 
Reihe) g(x) umbilden lässt, der aber zwischen den Gränzen a und 6 conli- 


nuirlich (im weitern Sinne) ist: so ist zwischen den Gränzen a und 4 >d,, 


y=yYy(r), 
obwohl die Gleichungen y= F(a) und Fe=g(x) nur zwischen den Grän- 


zen a und d, gelten. 
Es folgt ferner, dass wenn in der Gleichung 


y=F() 
F'(&) die Form einer unendlichen Reihe hat, die nur zwischen den Gränzen 
a und Ö, convergent ist, die Gleichung nur innerhalb jener Gränzen Statt 


dF'(x) u. . 
findet. Ist dagegen —— oder S(w)dx continuirlich zwischen den Gränzen 





a und 5 > Ö,, so ist zwischen diesen Gränzen a und 5 auch 


7 d.F( 
= u — oder Jyda = /I (x) dx, 


1 dy z 
wenn man im Voraus weiss, dass 2 oder Syda innerhalb der Gränzen a 


und 5 continuirlich sein werde. 
In diesem Sinne könnte von einer scheinbar richtigen Anwendung di- 


vergenter Reihen die Rede sein, wenn auch davon hier noch keine Spur vor- 
handen ist; man wendet bloss convergente Reihen an, und nur insofern sie 
convergent sind. Allein das Endresultat der Operationen erstreckt vielleicht 
seine Gültigkeit weiter, als die Reihen selbst, die man anwendet. Dies liegt 
aber dann nicht in den Reihen, sondern in den durch sie dargestellten Aus- 


drücken. 

Der vorliegende Aufsatz hat sich‘ zur Aufgabe gestellt, an einigen Bei- 
spielen zu zeigen, wie durch bestimmte Integrale merkwürdige Summationsfor- 
meln gefunden werden können. Es sind zu dem Ende in manche Formeln 


imagıinäre Zahlen eingeführt worden. Dieselben gewähren ein wichtiges Mittel 
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zur Bildung von Reihen, welche nach den trıgonometrischen Functionen fort- 
schreiten und welche in den Abwendungen der Mathematik eine so wichtige 
Rolle spielen. Die gegenwärtige Arbeit schliesst sich an die zwei frühern an, 
in welchen unendliche Reihen summirt wurden; allein sie hat zugleich so viel 
möglich eine selbstständige Form. 

Ehe wir uns zu dem eigentlichen Gegenstande dieser Arbeit wenden, 
dürften vielleicht noch einige Bemerkungen und Ansichten über bestimmte In- 
tegrale nicht am unrechten Orte sein. Sie werden verstattet sein, da man in 
manchen Schriften diesen Punct nicht klar genug erläutert und auch wohl 
Theoreme ohne weitern Nachweis ihrer Gültigkeit aufgestellt findet. 

Wenn die Function /(x) der reellen veränderlichen Grösse x im engern 


Sinne continuirlich ist zwischen den Gränzen @ und 5>a, so muss die Grösse 


WR 2 m in 


B 
wo e eine unendlich kleine Grösse bezeichnet, endlich sein: vorausgesetzt, 
dass & nicht a und @ + e nicht > ist. Die Grösse (7.) ist bekanntlich 


| ’ H ’ " 
der Differentialquotient von f(x), also = f*(x) oder er Die Function /(®) 


d 'd 
wa ui uch f(x) 


ist umgekehrt das Integral von =, rg Ix. Hieraus folgt, dass 


wenn das Integral continuirlich ist (im engern Sinne), zwischen den Gränzen 


a und Ö, diese Gränzen mit eingerechnet, dass man dann von dem Differen- 





tialquotienten nur behaupten könne, er bleibe endlich von a bis 5— eg, diese 
Gränzen mitgezählt und wenn e eine unendlich kleine Grösse ist. Ist also, 
umgekehrt, der Differentialquotient continuirlich (im engern Sinne, wie in allem 
Folgenden), also ebenfalls endlich zwischen @ und Ö (einschliesslich), so ist 
sein Integral jedenfalls continuirlich zwischen @ und 4+e (einschliesslich ). 
Hört darnach eine Function für = auf, endlich zu sein, ist es aber von 
a=abis e=b-—e einschliesslich, so wird das Integral derselben noch 
endlich sein für =Öb. So ıst z.B. 


eu 
vd-a?) 





de = arc(sın =a) +. 


EIMOATaR = 1 ee: | 
Hier ıst die Function vd») nicht mehr endlich für &° = 1, wohl aber bis 


zu dieser Gränze; arce(sin= x) dagegen ist noch endlich für @’=]1; sie hört 
auf, mit diesem Werthe continuirlich zu sein und wird imaginär. 


Daraus folgt, dass jedes Integral /y (w) dx nur innerhalb der Gränzen 
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Geltung hat, innerhalb welcher Y(x) endlich ıst, und dass, wenn y(x) von 
x—=abis a=b— e (einschliesslich) endlich bleibt, /$ ()Jde von z=a 


bis = Ö (einschliesslich) Gültigkeit hat. Ist daher die willkürliche Constante 
für die Integration dadurch bestimmt worden, dass man der Grösse x einen 


bestimmten Werth beilegte, von welchem man weiss (oder annimmt), dass 
Is (v)da ebenfalls für ıhn einen bestimmten Werth erlangt, und liegt jener 


Werth innerhalb der Gränzen @ und 4 — e, zwischen welchen g(x) endlich 


bleibt (aber bei dem Ueberschreiten dieser Gränzen aufhört es zu sein), so 
darf in /yp(x) dx der Grösse & kein Werth beigelegt werden, der ausserhalb 


der Gränzen a und 5 liegt. 


Setzt man nun ım Allgemeinen 


Js (2) de = ab(a) + C 
und ıst für = a, /y (a)de =0, so ıst 


ER PR ur all ne 
$. /Y (x) de = ıb(x) — ıb(a), 
wo vorausgesetzt wird, dass © zwischen @ und 5 liege, wenn Y(x) nur von 
a bis zu 5 endlich bleibt. Setzt man dann x = 5, so findet sich 


5. S_,sla)da = bb) — bla) = f, pla)de, 


bh . . . . .. 
und /, pl(a)d® ıst ein bestimmtes Integral zwischen den Gränzen a und 
b(b >u). Es muss hier (x) vonz=abis e=b5b— 8 endlich sein, weil 
b . . 
sonst , p(x) da ohne Bedeutung wäre; wenigstens unter der obigen Annahme. 


Nach dieser Betrachtungsweise darf also p(=) nicht unendlich gross 


werden, von @=abiı @=b, so dass ıb(&) continuirlich ist von = a bis 
x = b; jedenfalls also ıb(6) endlich ist. Ist aber (a) von der Art, dass es 
für a=a endlich wird, obwohl p(a) unendlich gross ist, so lässt sich nichts 


desto weniger das bestimmte Integral bis auf diesen Werth von x ausdehnen, 
indem man annımmt, es werde dasselbe Null für =.a. Dies ıst dann eine 
besondere Bestimmungsart der willkürliehen Constante. Das eigentliche Integral 
(S°) gilt nur vn@a=a+tebis @=b; allein da es für = ua Null wird, 
und man dies vorausgesetzt hat, so kann man auch sagen, es gelte von z=a 


bis © = Ö einschliesslich. 


> . 2) ‚yo . . 
Es kann aber kommen, dass man auf ein / p(x)dx geführt wird, ın 
Ja 
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welchem (x) innerhalb der Gränzen a uud 5 ein- oder mehreremal unend- 
lich gross wird. Wo dies geschieht, wird sich folgende Betrachtungsart an- 
wenden lassen. 

Wenn y(a) endlich ist von a=a bis zuxe=b, so ist /’s (2) da 
die Summe der Elemente ep(&), wenn man dem & alle Werthe von = a 
bis zua—=b beilegt: ein Satz, dessen Beweis bekannt ist. Ist nın der Werth 
von Si g(e)de anzugeben, und y(&) wird unendlich für die Werthe 
Ay, Qyy «..- An, Welche zwischen @ und Ö liegen, aber weder für a, noch für 5: 
so ist die Aufgabe eigentlich die, die Summe der Elemente ep(x) zu finden, 


welche man erhält, wenn man x von a bis zu 5 wachsen lässt. 
. - . . . 'd,-E 
Vonx=a bis mit 2 = a, —E ıst die Summe f," P (x) da, 


” . - . . ’q,= 
Von za =a-+e bis mt a=a-— e ist die Summe das p(a)do, 
1 


ua . “ 0 . J 
Vonx=a,+tebis mtao=b ist die Summe /, 1 P (z)dx. 
« n 


Die gesuchte Summe ist also 
dd, "A,=E ’d.— 'b 
) "pla) da u A p(a) dx + Sn pla)da u re A (a)da: 


wozu noch die Summe 


a, d, An 
eIyla) HEeFpla) +... +EXyp(®) 
a,-e a, An-e 





t . & ’ 
kommt. Ist nun en für alle Werthe z,, @,,.... a, unendlich klein und 


von höchstens der nämlichen Ordnung wie &, so ist &y(a)= T für © = a,’ 





y(%) 
.... @ (Vielleicht auch 4, $ : u. s. f.) endlich; die genannten Elementensum- 


. r . 'b 
men baben also endliche Werthe und man wird von / p(x) dx sprechen 
« a 


oc . . - ww i 
dürfen: ist es nicht der Fall, so hat der Ausdruck / p(a)dx keine anschau- 
liche Bedeutung. 
Nun ist im Allgemeinen 
WE FR TEAMR 
bat) —- Yla)=ip(a). 
Sind demnach &y (a,), ab(a,+:) — \(a,) endlich, so muss auch, nach dem 


Satze weiter oben, 


ep(a,) = w(a+E) — ıb(a ) 


sein. Sind also ab(a,), r'(a;), .... xb(a,) alle endlich, so ist 
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a, , a, An 
Zipla) + Fepyla)+... + Ftp(z) 
a,-e d,=E An-E 


[pl —8) + Y(a)]) + Ely(a—:) + Yla)] + .... 
la +) rede) + dla) -(a,—e); 


wofür sıch auch, üe der Rechnung nach das Resultat dasselbe ist, 


San ddr + far yl)de +. + Sn yla)da 


setzen lässt. Man erhält also, wenn p(a) unendlich gross ist, für = a, , @,,... a,, 
und wenn &p(a,), &p(a3), .... &p(a„) alle endlich sind, wie ab(a,),..... ı(a,), 


nach der obigen Vorstellungsweise: 
9, Fi p(a)da 7 Pal p(a)dae + “er pla)dc + .... +/1.9 (x) dx 
+ Ip p(a) dx + fe (a)de-+ ....+ we (a) da; 


UAn=e 
wo übrigens die zweite Zeile nicht bestimmte Integrale im eigentlichen Sinne 
enthält. 

Den Fall, wo p(a) oder p(6) unendlich ist, übergehen wir, da er sich 
leicht auf das Gesagte zurückführen lässt. Eben so mag hier keine weitere 
Ausführung der angeregten Untersuchung gegeben werden, da sie zu dem ge- 
genwärtigen Zweck nicht nothwendig ist. Wir wollten bloss unsere Ansicht 
in diesem wichtigen Punet der Integralrechnung für das Folgende aussprechen. 

Zum Schlusse gegenwärtiger Einleitung soll noch ein Theorem aufge- 
stellt werden, welches in der Integralrechnung von mannigfacher Anwendung 
sein kann. Schliesst man nämlich nach der Analogie, so wird sich die Schwie- 
rigkeit, die Cauchy in seiner Differentialrechnung am Ende der zehnten Vor- 
lesung berührt, heben lassen. 

Bekanntlich ist, wenn © eine Grösse zwischen O0 und 1 bezeichnet und 


(0), f0), -.. f"”(0) endlich und f(a), f’(&); .... f(x) von 0 bis A continuirlich 


(im engern Sinne) sind, wenn man & einen Werth zwischen O0 und Ah beilegt: 


f(&) = f(0) + af0) + 73/0) +... + u pi 


also 





10. ir (a) da — (0) /F(@)da + 0) Jx F(&) dx + .... 
+ EOS Flo)de + 7, far f® (92) Fla) de. 


. 1 un uszas 
Verschwindet nun In EI” (9%) F(x)dx für ein unendlich grosses n, so 


ıst genau: 
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11. SF) /a)da =) SF (da) + Sa Fla)da +... + C. 
und es kann x alle Werthe von 0 bis 4 haben, wenn auch F (a) für die- 
selben endlich bleibt. In diesem Falle ist die Reihe (11.) jedenfalls corwer- 
gent und hat die angegebene Summe; ist sie also diergent, so findet die 


Gleichung (11.) gewiss nicht Statt. Ist die Reihe aber auch convergent, so ist 
die Gleichung (11.) doch nur dann gültig, wenn 


3527” (98) Fa)da 


für ein unendlich grosses n verschwindet. 


s.1. 


Bekannilıch ist 


/V(@—a?))' di = ne nn fü (a—x 2: Ze dx und 


S wa dy da =, S Va) da 


für n>O. 





Setzt man nun n = 2m, so erhält man auf diesem Wege 











“ 2 ai 2m 2m—2 2m—4 u 
1. J. (\(a?— a”))* de = En 2m+L' Sm—l 2m—3 ...%. , Aa \ d Ü 
a ng 
— 2m—1 ' 2m =@ 
Nun ıst 
urn .(m—]) „ 
(V(a’— x°))”” — (a’— a”)"” — a?” Ba ma”? x 2 + a ein ae, ’ .(—1)” 2?” 
wer „Nam 
F (Vla’— a?))”” da 
1lm.1lm lm L i 
amt 1-3: +27. !(m-1)- 7T: ı(m—1)3.(m—2) +... +(—1)”. al) 
Vergleicht man dieses Resultat mit (1.), so erhält man 
1 m(m—1) 1 m.(m—1) (m—2) (-1)” 
2 1— m 5: u = 7° 123 ri. Fomıl 
u 2m 2m—2 ii: 
—2m+1' 2m—L'''5'3> 


welches gültig ist für jedes ganze m > 0. 
Ganz eben so findet sich 
2m+1 ,„ 2m—1 


J Va 2) rd = Te Klar 7 BURN, J (V(a—a?)) dw. 


Nun ist 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd, XXXVIII. Heft 3, 36 
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Jy a’— x’) de = zxY(a— x’) + za’ arc(in=—) und 
N (a—x*)de = %a?.ir, 


also 


i Bun. all) 2m+1l 2m—1 
3. ® (] (a? u ey r de = _—— 2m+2 ' "am .... 


Ferner ist 2m+1. 
(Va — rt — (a?) ? 


2 7 2 h 2 l 2 —1 2 
= a” — !(2m+1)a”"!x? +? mn = nu. u ER 


I Va Pt de 
= a” [1-3.1(2m+1)+4.1(2m+1).!(2m-1)-1. »(2mH+l). (2mn-1).!(2m-3)+.. .], 
ngechii, dass !(2n +1) >60 sei, wo m Zo—. 
Vergleicht man dies mit (3.), so sögieht: sich 


2m+2)2 
Emm. 37[13.23(2m +1) +35.3(2m+1).;(2m-—1) 


+ +.3(2m+1).1(2m—1).!(2m—3) -# ....] 
>V—. 
Für m = 0 ergiebt sıch 

1 ı1 1 1113 422.8.) |]. 


Ir—„9f 1 a Me : 
ır=21—3;. > 2°4 a’4°’6 9 2°4°6°8 


Diese Resultate lassen sich aaf folgende Weise verallgemeinern. Es ıst 
E n 2 m "zul -(V(a —_ı aymi: (n—1)a? Rn / D) 2ı\n 
Jx (Vla’— x?))” de = ee | ne (Va —x?))” de, 


also ıst für ein ganzes n >1: 


ımt2 


[Dee ns 
A 





pn 


IT — 


für eın ganzes m 


(n—1)a? 


„(2 ‚a a .. , 
J a” (VYea—x”))” dc = TR x" (Y)(a’— x’))” de 


und für n=]1Ü, 
art? 


FA (Ya —x”))” de ze. 


Setzt man n=?2r +1, so erhält man 
a 2 _9 

d. / ct (V(a?—x?))” dx = AR ro . 

Jo Mm+2r +2" m+2r M+- 

2r 2r—2 2, er 

m+2r+2 ' m+2r ''"" m+4 m+?2 

Dieses Resultat setzt r > 0 und gleich einer ganzen Zahl voraus. 











Kö / E c(V (a—x?))” de 


Nun ist für &®® ZZ a’ und m >0: 
>, n 2 
(} (a? — x)” — (a) un a” ni Im a” -) x 1 im. 1 '(m—?2) a” 4 „et BARS 


also 
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HH VR— EN)" = a" — Im... 


e n 2\\r m 2 1 1 l 
J, at (Va—a?))" de = a u 5 rt am + 5, 2 Im.ı(m—2) — ....]. 
Vergleicht man dies mit (5.), so ergiebt sich 
2r 2r—2 2 B — 3 1 








BER...» 5 > Fr .— ku = E en... .= 1 A Zu 
a ur zent, .„m.Mm-2)—... 
für r>0 und gleich einer ganzen Zahl, und für m 0. 
Ganz eben so findet sich 
‚a 2r—1 Ir—3 1 Bin 
all m?__ Nm a 1 SE ze u. .0 Se ee a 2__„2\\n 7. 
F; a” (Vla— a?))" dx = nal Bar rt E (V(a’—x?))”" dx. 


Es sea nun m=23» +1, so ist 


J, u a” (Va — a’))r* da 
u 1 241 2p-1 
2p+2r+2  2p+2r—1"""" 2p+4 "2p+2" 2p 
Entwickelt man dies in eine Reihe, integrirt und AAN die Resultate, so 
erhält man 
.. 2r—1 2r—3 41 2p+1 2p—1 ER 
2p+2r+2 ' 2p+2r ''"" 2p+4 a 2p or jr) 
T 1 
= oo —— 0 [— EDER 1 En 
41T 2py+1) + u: 3(2p+1).12p—]1) 





2, 1 atpr2. 1 Ir. 


Dil 


TC 


1 | 
Desgleichen 1st 


4 2r—1 2r—3 ft 2p u 
mul 27 — _ 
Ri (la a))" dx 2p-+2r+L ' 2p+2r—L '' "2p3 " 2p+1 2p—L ' 
Entwickelt man wieder die Reihe, integrirt und vergleicht die Resultate, so 
ergiebt sich 


1 Pe E 





2r—1 2r—3 1 2 2p—2 2 

DB 
1 1 p 1 p.(r—1) (-1)r 

Tr 21 2+3 1 ur 12 ‚+ 2r+2p+L' 


Hier muss r > 0 und eine ganze Zahl und p>0 und ebenfalls eine ganze 
Zahl sein. 
Setzt man in (8.) p=r, so ergiebt sich 
g ER..: (2r—2) u 2 ra 
ö Ar+l)(Ar—1)....(2r+1) 
1 1 r l r.(r—l) (1) 





= 1 911 tr 1 Te tr 
wenn r>0 und eine ganze Zahl ist. 
| 36* 
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$. 2 


Für sin x = y, und 


fs? xde =z Ist 


dz dz dy _ ds 
de = ua zw: =, Vu- y’). 
vorausgesetzt, dass & zwischen 0 und 3” (einschliesslich) liege. Hieraus folgt 


Ir 1 
— sın?T!a ve =yY“ u — 





dz + 7 Ar 1 92H 
dy =. BE fa, dy = fsin”* 'xcde, JS sand = = vaop® 
Nun ist 
yrH Va), op 3 Ayey _ M pyr-idy 
ra (1-4?) ya 2r+1/ y(ly?) ’ Ss 3), 7 241/, VA—y?) ’ 
wenn r >60; also ıst 
ri yrtrday ___2r.2r—2)(2r—4)...2 ENT yday 
» YA-y?)  @r--1) (2r—1) (27-3)... va-y?)' 
2 ydy 
Da aber ‚va- mhbs so ist 


1 


In, 2r .(2r—2) ... 
1. J sin” de = (2r-+1) Pa 





Nun ıst für eın positives ganzes 2r +1: 


’ 1)... , 
sing = ei [sın (2r+1)x — (2r+1) sın (2r—1)x 


2r+1 . 
_- .3(2r) sın (2r —3)x — .... (—1)’ ern er sin x] 


von =0 in x=n. Daher 


1-7 
EA sin?tiade 


= Ebipok >, 1 nel Br @r+1)2r ... (r+2) 
u = 7 ri Be 7 Ds ie en 5 A en, 
Vergleicht man dieses Resultat mit (1.), so ich sich 
2 27 .(2r—2)... j 
x (2r+1) (2r—| rn 
= 1.43 1 Z-+l 
= Is - sata sem 


= ein ganzzahlıges r>d. 


(Die Fortsetzung folgt. ) 
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18. 


Essai dune theorie generale du centre de 
forces, precede de quelques considerations 
sur la resultante., 


(Par Mr. Steichen, professeur a l’ecole militaire de Bruxelles.) 


Premiere partıe. 


Nonsiens Minding de Berlin, a le premier etablı entrautres theoremes quelques 
proprietes interessantes sur ce qu’on peut nommer le centre de forces non 
paralleles. Comme les resultats que nous avons trouves sur celte maliere non! 
que peu danalogie avec les siens et renferment quelques proprieies nouvelles, 
nous avons pense que nos recherches pourraient egalement &tre livrees ä la 
publicite. 

$. 1. Avant que d’entreprendre la solution du probleme que nous 
avons particulierement en vue, nous rappelerons le principe fondamental de 
la transformation des moments et quelques autres considerations. Connaissant 
le moment total et principal dune force, relatif a un point fixe donne, on 
obtient le moment de la force autour de tout autre axe fixe en ce point, en 
multipliant le premier par le cosinus de langle des deux axes. En demon- 
trant directement ce principe, et sans faire intervenir inutilement la theorie 
de la projection des surfaces et des aires, on a tout ce quil faut dans la 
transformation generale des moments. 

Quand plusieurs forces agissent sur un corps rigide pourvu d’un point 
fixe, il existera toujours un axe en ce point autour duquel la somme des mo- 
ments est un maximum. est cet axe que Jon nomme Taxe principal. De 
meme le plan au point fise est ce quon doit proprement nommer le plan 
principal: il devient seulement identique, quant a sa direction, avec ce que 
Laplace appelle le plan insariable dans le principe des aires et des moments 
des quantites de mouvement d’un systeme de corpuscules, soumis a leurs 


actions mutuelles. 
Crelle’s Journal f. d, M. Bd. XXXVIH. Heft 4. 37 
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La maniere la plus simple et la plus directe de determiner l’axe prin- 
cipal et le plan principal en un point fixe donne d’un syst&me rigide, est sans 
doute celle qui resulte de la definition m@me qui precede. En effet, en nom- 
mant P, P‘, P“ .... les forces proposees, (x, y, 2), (x', y‘, 2‘), (x, y“, 2“) .... 
les coordonnees rectaugles de leurs points d’application exterieurs, N, M, L 
leurs moments autour de trois axes rectangles (02, oy, 02) du point fixe, et 
0, @p, 'ı les angles de ces axes et d’une ligne droite, passant par loorigine sui- 
vant une direction dabord arbitraire, on aura pour la valeur « du moment 
des forces autour de cette ligne prise comme essieu de rotation, et en vertu 
du principe fondamental: 

a=Ncoso+Mcspg+L cosı, 
En cherchant le maximum de «, on obtient immediaterment pour le maximum 


de la somme des moments et pour la direction de laxe principal les formules 


connues: 2 
a=Y(N”+M?+L)): 
N M a ; 
t — — — — » f y —, -_—— 
=. osy=7; cı=,- 


Aınsi pour nous laxe principal n’est pas seulement une ligne determinee de 
direction, mais encore de position, vu quil passe toujours par le point fixe 
ou le centre de moments: de m@me le plan principal est a la fois determine 
de position et de direction. Le centre de moments est un point fixe quel- 
conque d’un systeme rigide par lequel passent tous les axes ou essieux fıxes 
de rotation autour desquels on prend les moments des forces proposees; 
nous disons axes ou essieux fixes, parceque dans les trois dimensions nous 
ne comprenons bien clairement la signification mecanique du moment d’une 
force que quand laxe autour duquel on estime ce moment, est cense fixe 
dans le corps qui n’a plus que la liberte de tourner et de glisser sur luı. 

$. 2. Pour abreger le langage et pour plus de clart@ dans les idces, 
nous nommerons resultante de transport diun systeme quelconque de forces 
donndes la force unique & laquelle se reduisent toujours necessairement 
toutes ces forces, elant ramendes ou transportdes parallelement a elles m@mes 
en un seul et m@me point de l’espace. La resultante de transport a donc 
toujours une direction determinde; mais elle reste arbitraire ou indeterminee 
de position. Au contraire, nous nommerons resultante effective la force unique, 
si toutefois elle existe, qui est capable de produire sur un corps les effets de 


mouvement memes dont les forces proposees sont capables en temps egal; 


et qui de plus a möme intensite et meme direction que leur resultante de 
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transport qui existe toujours. Ainsi la resultante effective doit Ötre deter- 
minde ä la fois de position et de direction: cette determination de position 
resulte de lequation de condition connue; et il est dailleurs @vident ä priori 
que si une force agissant sur un solide libre ou pourvu dun point fixe sui- 
vant une ligne donnee, est capable dun certain effet, elle doit generalement 
produire un effet different, lorsquelle viendrait ä agir suivant une droite dif- 
ferente mais parallele a la premiere. 

En designant par X, Y, Z la somme des projections orthogonales des 
forces dun me&me systeme sur les trois axes coordonnes respectifs, on prouve 
que lequation de condition d’une resultante effective, est 

L.Z+N.X+M.Y=0®0.... (E); 
ce qui signifie geometriquement (et cest ce que Porsson a deja fait remarquer 
dans la nouvelle edition de la mecanique): que si les forces admettent une re- 
sultante effective, celle-cı doit croiser Taxe principal a angle droit. En effet, 
en remarquant we A=Rcos A, Y=lcosB, Z=Hicos(, A, B, C 
marquant les trois angles de la force (+ A) avec les axes coordonndes, et 
quen outre N= ucoso, M= u.cosy, L= u.cos a, on deduit de (E) 
cette autre egalıte: 

cos A.cos » -+ cos B.cos p + cos C.cos Ab = 0; 
mais cette interpretation geometrique qui a Eechappe a d’autres auteurs, est 
loın dexprimer le dernier mot sur la resultante effective; car on a toujours 
admis tacıtement que celle-ci soit @gale et parallele a la resultante de trans- 
port; cette interpretalion exprime donc simplement que pour lexistence d’une 
force effective unique, laxe du moment principal doit croiser ä angle droit la 
direction de la resultante de transport de toutes les forces proposees: or je 
dis quelle est insuffisante, et que l’equation (E) a une signification plus large 
et plus caracteristique; quelle exprime de plus que la resultante effective est 
situde dans le plan princıpal des forces proposees. En effet, en denotant 
par 21, 91, rı les coordonnees courantes de la resultante, et par x,, Yı, 2, celles 
dun point quelconque du plan principal, on aura 
Yp,—L M+Zp, 
er a ei 
cos 0,0%, + c08 .Yı + cos ab. =. 


Or en faisant a la fois dans celle-ci ©, = p1, Yı= 9, 4 = 11, et substituant 


les valeurs precedentes de g,, rı en p,, on obtient lequation suivante: 


(Xcos®+Ycosg+Zco v)p —ML+ML=V0, 
37* 
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laquelle etant identique en vertu de la condition (E), laisse indetermindes les 
coordonnees du point de rencontre du plan avec la Iigne d’action de la force 
unique; done celle-ci se trouve dans le plan principal m&me. 

S. 3. Comme cette proprietE de position de la resultaute effective 
dun systeme de forces est nouvelle, et quelle peut servir utilement dans de 
certaines recherches de statique rationnelle, ce qui resultera de la discussion 
meme quon entreprendra plus loin, nous allons en donner une demonstration 
plus sensible et plus directe que la precedente. On sait deja par l’equation 
(E) que laxe principal et la resultante effective doivent se eroiser a angle 
droit dans l’espace; cette force se trouve donc en tout cas situce au moins 


dans un plan parallele au plan principal, et donc lequation sera par consequent 
2, cos ®@ + Yıcospg+ 2,cosıb=k 

k marque la distance de lForigine (0) a ce plan, distance qui se mesure sur 

"axe principal m@me ou sur son prolongement. Si donc g denote le bras de 

levier de la resultante ou la perpendiculaire abaisscee du pied de k sur A, 


on aura 
U 


Bgm V(N?+M°+1 = u, et = R . 


4 


Mais en nommant =, Y', 2°, les coordonndes du point dintersection de 9 
avec Ä, resultante effective, on obtient 
Rz. ryitr fig, don: 
a, cos @ + yı cos p + 2, cos ab — Ya ryi He) =V, 
et les deux equations de (/i) donneront 


Ya— Ay’ =ficos B.a', —Rcos A.y'; =L:Rcos Ü yı—Roecos B.z, = N. 


' N M L 
N ai N Y W) — -— = — ni — 
Si done on remarque que gcos®= 7, gcosy=yz,gcsly=y, on 


\ 


deduit de la: 


x Cc0OSC+HOCOSG , z x’, cos B—0.c0s W 
u. cos A El cos A B 


et en portant ces valeurs dans la derniere equation du plan parallele dont ıl 





sagit, on trouve 
x (cos A.coso+ cos B.cosy+cosC.cosıl) E Vla7 ty +27) =V. 
Puisque donc en vertu de la derniere equation (E) le facteur total de x‘, de 
la derniere est nul, il restera simplement en vertu de legalite cite: 
Kayryi ri )=R=0; 
cest la en effet ce qu'il fallait demontrer. Si dans cette derniere equation on 


substitue les valeurs de y‘,,2‘, en x, on trouve l’equation suivante qui fait 
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d 


d’abord connaitre a’, et ensuite y‘,, 2‘, en fonction des quantites deja con- 
nues 9, A, B, C, a, p, \b, ou de N, M,L,A,Y, Z,....: 
x‘, = g.(cos B.cosıb— cos. cos) 
= V[o*(cos Beosab—C. cos p)’+g° cos? A— g*(cos’p+cos?’rb)], 
et comme en remetlant pour cos A, cos B, cos (, cos p, cos ab, cos w 
leurs valeurs sous la quantite radicale, on trouve celle-ci «quivalente A 


#0.V(AN+MY+-LZ).VV(XAN—MY—LZ)=VQ(, et il restera simplement 


pour x’, et ensuite pour y’,, 2 les valeurs symelriques: 


x, = 0.(cos B cos ab — cos Ü.cos p), Yızo(cos Ü.cos ® — cos A cos t))), 


‘ 


z'=o.(cos Acos p — cos B cos u), 
ou bien 


a, =(Y.L—-Z.M):R;, y1=(Z.N—X.L:R;, z,=(X.N-Y.N):k”. 

$. 4, Ce qui precede complete donc en quelques points ce que lon 
expose habituellement sur la resultante dans les traites de mecanique, et nous 
allons y ajouter une autre consideration qui exprime une consequence neces- 
saire de la propriet@ de position de la resultante. Toutes les fois que lon 


oO 
Irois axes coordonnes rectangles en ce point, d’ailleurs arbitraires, tout systeme 


se donne le point fixe ou le centre de moments dans un systeme rıecıde, el 


de forces qui remplit la condition (E), aura une resultante effective finie ou 
infiniment petite, mais alors arbitraire de direction et pourvue dun bras de 
levier infını. Cette resultante sera situee dans le plan principal a une distance 
9 de lorigine; elle agit suivant une tangente au cercle de rayon g, et me- 
nee parallelement ä la direction de la resultante de transport. Mais si lon 
changeait le centre de moments, et qu'on le transportät du point (0) en 
un point (0°), on aurait en ce point un autre axe principal, et une resul- 
tante effective de m&me direction et de m&me intensite, mais pourvue d’un 
autre bras de levier, et situde dans le nouveau plan principal. Il faut done 
pour que la resultante effective dun systeme de forces donnees soit unique el 
absolue, que les plans principaux, relatifs a differents points fiıxes successils, 
se coupent suivant une seule et m@me droite, ligne d’action permanente ei 
invariable de cette force unique. Nous voilä donc parvenu ä une propriete 
du plan prineipal d’une simplicit€ extröme: tous les plans principaux relatifs 
a un meme systeme de forces ä resultante effective, mais a des points fıxes 
quelconques se coupent suivant la ligne d’action de cette force unique; au- 


{rement dıt. Lorsque l'on deplace de toutes les manieres possibles le centre 


des moments, le plan principal tourne invariablement autour de la ligne d’action 











282 15. Steichen, sur la theorie du centre des forces. 


de la resultante. Sı le systeme de forces n’admet plus de resultante, cette loi 
de deplacement du plan principal par un simple mouverment rotatoire cesse 
d’avoir Jıeu. 
Demontrons presentement par la voie analytique cette propricte des 

plans principaux des forces. Si lon imagine au point (0°) trois nouvelles di- 
rectrices coordonnees (0x, 0'y‘, 0'2°), et que lon designe par (a‘, 6‘, c‘) les 
coordonnees de (0), rapporte aux axes anciens, par L‘, /‘, M' les moments 
des forces autour de 0%‘, 0‘x‘, 0‘y’ respectivement, on trouvera facilement: 

L =lLh — $8P(acosß—bcsaa=L+VX—aY, 

N =N —3P(bcsy—ccsß)=N+eY —LZ, 

M=M— P(ccosa—acoy)=M+uZ— cX. 
En raisonnant toujours dans I’bypothese d’une resultante effective et de lexi- 
stence de la condition (E), on reconnait immediatemient que cette autre dqua- 
tion analogue 

L’.Z+ N. X+-M.Y=V0 

subsiste egalement et dielle-mäme; et il en est ndcessairement ainsi; car si 
plusieurs forces donnees ont une resultante pour un centre de moments donne, 
elles doivent ladmettre encore pour tout autre point quelconque, pris a son 
tour pour centre de moments. Seulement cette resultante sera situde alors 
dans le nouveau plan principal en (0°) ou elle agit avec un bras de levier 
o = Vv(L?+M”+N®):R= ww: KR; et lon obüent la valeur de «‘ a l’aide 
de lequation: 
el" A’ He” Fra ZZ 2a AI —2 EV Z-2ca ZA+a” IV ’+b°Z’+c” X? 

+w+2L(b)’A—aY)+2N (I —bZ)+2M(u Z—cX). 
Si lon pose pour abreger «IF —V’A=D,bWZ—- eY=EcX—-aZ=6G, 
on aura plus simplement: 

a" +D’+ E’+G°+2L.D+2N.E+2M.G, 
et pour les equations des plans principaux en (0, 0%) ıl vient: 

Nx, + My, + La, =V%.... (P), 
Na, + My, + La — (Na +MV+Lc)=Vd, 


ou 
(N—E)a, + (M— G)yı + (L—-D)z, — (Na‘+-M'%b'+Lc)=®.... (P'). 

Si eu egard ä la condition ka + Cl’ + Di =dV, facıle aA verifier, on re- 

marque que Na + Mb +Le‘=Na+ Mi‘ + Lc‘, on peut melire 


'equation du plan (P‘) sous la forme 


(N— E)x, + (M—G)yı + (L—-D)z — (Na’+ Mb’ +Lce)=V0 .... (P"). 
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Ainsi an prenant un instant Va‘ ++ Mb‘ + Le‘ = H, on peut dire que la 
ligne dintersection des plans (P, P‘) est representee par lexistence simultande 
de leurs @quations ou de ces deux-ci: 
Nx, +# My, + La =V®(, Ex, +#Gy+Da,+H=%0.... (P,P‘). 

De la il est facile de conclure que les @quations des projections de cette ligne 
dintersection sur les plans (xy) (y,z) seront: 

(ND—-LE)xz, #+(MD—-L6G)y,=L.H, 

(ME—-NG)y, + (LE—-DN)z, = N.H. 
Mais sur ces deux plans la ligne d’action de la resultante se projette suivant 
les deux droites aux equations: 

2. — AÄyı=L; Zyı -— F.a= 
Si donc cette ligne d’action et cette droite dintersection (P, P‘) coincident 
constamment ensemble, quelle que soit la position du point (0) par rapport 
a (0), ıl faut quon ait identiquement: 


X MD-LG | L L(Na’+Mb'+Le') Y LE—-DN 
vom: y@ wm ; ZT TMEoNG: 
N N.(Na'+ Mb'+ Le‘) 
ZT MEN * 


Or on reconnaitra d’abord aisement que lidentit€e a lieu pour la premiere et 
la troisıeme de ces «quations.. Quant & la deuxieme et quatricme de ces 
equations, on peut mettre la deuxicme sous la forme 
ND—-LE—(Na’+Mb’+Le)Y=0; ou MD-aF)— MFV—LUE+cF)=V0, 
ce qui la reduit en vertu de 

ND—ayY)=— N.Ab\, etd — L(E+eY)=— LZ.‘ 
a la forme 4(NX+MY-+LZ) = 0, laquelle nest que l’equation (E) quelle 
que soit la valeur de 6‘. La verification se ferait de m&me sur la quatrieme 
equation. Il est donc aussi demontre que la resultante d’un systeme de forces 
est unique et absolue de position dans l’espace, et que tous les plans princıi- 
paux de ce systeme, relatifs ä des points fixes quelconques du corps et de 
l'espace, se coupent suivant une m&me droite, ligne daction de cette resultante; 
c’est-pourquoi on pourrait nommer aussi cette ligne axe de rotation du plan 
principal. 

$. 5. Transformation generale de moments pour un systeme de 
forces deplacdes d’apres une loi definie ou d’une maniere quelconque. 


Concevons au point fixe (0) un second systeme d’axes coordonnes 
(Ux,, Oy,, 02.) encore rectangles. Si l’on fait tourner chaque force autour de 
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son point daapplication fixe jusquä ce que sa ligne d’action fasse avec les 
nouveaux axes les angles m@ömes que fait sa direction primitive avec les axes 
anciens, on obtiendra un systeme varie de forces dont les intensites sont sup- 
posces les m&mes que celles du systeme originaire, et dont les inclinaisons 
mutuelles des lignes d’action sont aussi les m@mes d’apres la construction in- 
diquee. Cette invariabilite dinclinaisons resulte de la maniere d’obtenir l’angle 
de deux droites dans lespace. Reciproquement, si lon fait tourner les forces 
d’un systeme donne dune maniere quelconque, autour de leurs points d’ap- 
plication, avec la seule attention de conserver leurs inclinaisons mutuelles, on 
pourra toujours trouver au point fixe donne (0) un nouveau systeme d’axes 
rectangles (Ox,, Oy,, 0z,) par rapport auxquels lensemble des forces deplacdes 
soit dispose de la m@me maniere que celui des forces primitives l’est par 
rapport aux axes anciens. Soient en eflet les angles 
(P’x) = a, (P,y)=B, (P,z) =y:(P'Y,%) =a‘, (P')y)= By (Pie) =y‘, etc., 
dans letat primitif. Prenons en (0) un axe (0x,) qui fasse avec la direction 
varice P, de P un angle a; et dans le plan normal a (0x,) imaginons deux 
axes rectangles dabord arbitraires et quiensuite on fera tourner dans ce plan 
jusquäa-ce quils fassent avec la direction variee P, de P les angles $ et y 
respeclivement; ce qui est toujours possible et ne forme quune condition, 
parceque y resulte de la connaissance de «a et de £. 

Cela pose, nommons P‘, la direction varıce de P'; et de m@me par 
a ee u "7 

(Pix) = Ry; (P'iyı) B. (Piz) = Yı> 
Fa TR (P“, Yı) = D,; (P 2) = Yun etc. 

a cause que dans [un et dans lautre systeme de forces les inclinaisons ınu- 
tuelles (PP, P“ P, P“"P‘) etc. sont par hypothese les m&mes, on aura les 


equations de condition: 

cos &.cos a’+ cos I cos BF cosy cosy' =cosa cosa, +cos ß cos}, +cosy cosy,, 
cos a cosa”+ cos cos A” + cosy.cosy"=cosa cosa,t+cos cosß,tcosy cosy,,, 
cos a’cos «+ cos B'cos A"+ cos y’cosy"=cosa, cos a, cos P,cos d,,+cosy,cosy,,; 
et en posant: 

cosa, =cosa' tu, cosß, =cosf! +, cosy, =cosy’ m, 
cosa,—=cosa”" +1, cos P„=cos Pf" + vr, cosy„=cosy" + a, etc, 


on deduira des deux premieres: 


mcosatrcsßt+wmcsy=0; wcosatmcosßta,cosy=(, 









































18, Steichen, sur la theorie du centre des forces. 285 


et si celles-ci n’etaient pas satisfaites identiguement, on pourrait en deduire, 
conjointement avec la condition cos’« + cos’? +cos’y=1, des valeurs 
fıxes et determindes de «, f,y en fonction de ı, ©, @, Up O9, Wys ar.., Ce 
qui est absurde, et lon a en consequence: 
„=, vd, vs =0;w =, , =0, wm, —=(, etc. 
Cela etant reconnu, designons comme ä lordinaire par (xyz), (x’y'z‘), 


(xy“z‘) etc. les coordonnees des points dapplication des forces, le tout etant 


rapporte aux axes 0x, Oy, Oz; par (X yı 21), (x y’ı 2), (&, y“ 2“) etc. ces mömes 
points prisdans le m@me ordre et rapportes aux axes Ox,, Oy,, 02,; et faisons, 


toulours d’apres les notations recues: 
I £ 


a 
— 


cos(r,6x) =a, cos(nöy)=a, cos(X,6z) 
cos(y,öx)=b, cos(yöy)=b', cos(y,öz) = b, 


cos(10xX)=c, cos(1dy)=ce, cos(2, 62) 


ia 


on passera des axes (X, Yızı) a ceux (xyz) par les formules 
zz =axtay+raz, y=bc+by+b", z=ccH+cy-+ c"z. 

Il faut bien remarquer que les moments des forces du systeme varie au- 
tour des axes (0x,0y,0z,) ne sont plus V, M, L puisque dans ces quantites 
les coordonnees des points d’application sont devenues (&,, Yı, 21) de (x, y, z) 
quelles etaient, et cela precisement parceque par hbypothese ces points n’ont 
pas die entraines et sont restes fixes dans le deplacement. En nommant 
N,, M,, L, les moments du systeme varie autour des axes (0x,, 0y,, 02), on 
a maniıfestement: 

L=>.P.(cos P.x — cos a.Yyı), N =>P(cos y.yı — cos ß.z,), 
M, = >P (cos a.z, — cos y.%ı). 
Sı donc 1‘, N‘, M’ expriment encore les moments des forces varıces autour 
des axes (Vz, 0x, Oy), on obtient d’apres les notations admises: 
N'=a.N +5b.M, +c.L, M=aN, +UVUM, +cL, 
L=a"N, +Lb"M, + c“L.. 
En effet, connaissant les moments N,, M,, L, autour de trois axes rectangles, 
on trouve le moment autour de tout autre axe different, en multipliant les 
trois premiers par les cosinus des angles du nouvel axe avec les trois axes 
anciens; cette regle etant appliquce a laxe 0x, donnera la quantite NV’, et ap- 
pliquee ensuite a Oy, Oz, elle fera connaitre M‘, L‘. Avant que de pousser plus 
loin, faisons remarquer que les forces variees etant censdes avoir conserve 


leurs intensites primitives; la resultante de transport est restde aussi la m&me 


en grandeur et en direction, puisque par definition les inclinaisons mutuelles 
Crelle’s Journal f. d, M. Bd. XXXVII. Heft 4. 35 
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doivent ätre conseryees; on aura donc d’apres un theor&me demontre pour la 
premiere foıs par Mr. Binet, et auquel nous sommes egalement parvenu dans 
notre cours de statique, en prenant pour point de depart la methode des 
projections orthogonales ou par cosinus daangles: 
W=2.P’+2.>P.P‘ cos (P,P'). 
$. 6. Reprenons presentement par les moments, en commencant par 
rechercher les valeurs de Z, et de L‘; de N, N‘; de M, et M'‘ en fonction 
des indeterminees a,b, c,.... et des donnees immediates de la question. Si 
lon substitue ä &,,y, leurs valeurs en (xyz) dans l'’expression de Z,, on ob- 
tiendra pour cette inconnue: 
I,==P(a cos $.x + a’ cos P.y + a“ cos P.z) 
— YP(b.cos a.% + b’ cos a.y + 5b“ cos @.2), 
et ıl s’ensuit de la par un simple change de lettres: 
N = &P(b cosy.x + b’cosy.y + b“ cos y.2) 
— =P(e cos ß.© + c' cos P.y + c“ cos Pz), 
M,==.P(c cos @.% + c' cos a.y + c“ cos &.2) 
— =P(a cosy.x + ua cosy.y-+ a” cos y.2). 
Substituant ces valeurs dans celles de Z/, M‘, N‘, et reunissant en un seul 
terme tout ce qui multiplie x, en un seul ce qui est facteur de y, et en un 
seul ce qui multiplie z, on trouvera O0 pour facteur des termes en 2 et ıl 
restera le resultat: 
“= IP.cos P((ac"— a”c).x + (a’c"— a“ c'):Yy) 
+ >P cos a( (bc — be" ).x + (bc —b'c").y) 
+ IP cos y((a”b —ab").x + (a'b'—.a‘b").y). 
Mais on a dapres ce qui est connu et ce qui resulte m@me de la transforma- 
ion des moments et de la valeur de x‘, obtenu ä la fin du $. 4., les equa- 
tions de conditions suivantes: 


ac" — ab = bi}, ou ie, b’c — be 


“4 d 


da, 


ak db at — al" = — cc Ib bei — a; 
ce qui donnera pour L‘ la valeur d’une forme beaucoup plus simple: 
L'’= EP cos B(b’av—by) + BP cos y(c'x—cy) + ZP cos a. (a'x—.ay) 
et par un simple echange progressif de lettres on deduit de la: 
N = EP cos y(e“y—c'z) + EP cos a(a’y—a'z) + &.P cos P(b“y—b'z), 
M' = IP cos a(az—a“x) + ZP cos P(bz—b"x) + ZP cos ylez—c"x). 
Si Fon denote encore par X‘, Y‘, Z‘ la somme des projections rectangles des 


forces du syst£me varıe sur les axes (0x, 0y, Oz), on aura en outre: 
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X,=aXl+bY+cZ Y=aX+bY+cZ Z=aX rl" +c"Z. 

En effet, il resulte de la definition m&me du systöme varıe que les pro- 
jections orthogonales de ses forces sur les axes 0x,, 0y,, Oz, sont encore A,},Z, 
ou les m@mes que celles des forces primitives sur les axes anciens: on doit donc 
obtenir X‘, en projetant les forces (A,Y,Z), paralleles aux axes (0x, ‚Oy,,0z,), 
sur laxe Ox, et faisant Ja somme des projections obtenues; on aurait de meme 
et par Ja meme regle 7%, Z“. Mais rien ne demontre plus que si les forces 
primitives ont une resultante, et que parconsequent elles satisfassent ä la con- 
dition (E), il en soit de m@me des forces varides, attendu que par rapport 
aux nouveaux axes, les coordonnees de leurs points d’action sont alterdes, et 
que dautres part leurs directions le sont par rapport aux axes anciens; mais 
il est facıle de prouver a l’aide des resultats obtenus que sı les forces varides 
ont une resultante, et que lon eut en consequencee A Z+ NA +MY=V0, 
il en est de möme de cette autre condition ZZ + N X+-MY'=0:; de 
sorte que pour exprimer. que le systeme varıe adımet une resultante, il suffira 
de poser et de developper l’equation de condition: 

LZ+NA+MY=0, 
laquelle devient par substitution: 
EP cos P((lax+a'y+ a2). Z — (cex+c'y+c"z).Ä) 
(E‘) + EP cos y((ba+b'y +b"2). X — (actay+a”:).Y) ! =d. 
+ EP cos a((lex+cy+c"2).Y — (be+b'y+b"z).Z) 

Or lequation (E) etant satisfaite, on voit que la derniere (E’) ne Test pas ne- 
cessairement, ni pour des valeurs quelconques des trois inconnues distinctes 
auxquelles se reduisent toujours les 9 co@lficients a, db, etc.; mais quelle 
pourra ndanmoins l’ötre dune infinit@ de manieres, puisqu'il sera permis des 
donner m@me deux de ces inconnues ä volonte, pourvu quon determine la 
troisieme par (F‘). 

Soient A‘, B‘, C’ les angles de la resultante (R’=R) du systöme varic 
avec les axes 0x, Oy, 02; @‘, y‘, al“ ceux de son axe principal avec ces m@mes 
lignes; P1, 91, rı les coordonndes courantes de la ligne de (R): on aura d’apr&s 
ce qui est deja connu: 











X bY. Y/ a'X. d'Y. e'Z X b’'Y. u / 
cos 4 =" Tr +, oB= — TE ,,.oCr Rn s 
N' M' L 


en Die ee Fu nn al) un mn 6 
cos w — V(L”+N?+M' y COS p —— V(-...) r) cos L _—— V«....) , 
(R) Ymn-Ay=L Zu-Yn=N Xn—Zp =M, 

38 * 
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et en denotant par p‘,, g',, r‘i les coordonnees de (R‘), on a en outre: 

(R‘) Yp, - Ayı=L, Zh—Yrtı=N, Ar) —Zp, =M' 
Mais toutes les fois qu'on raisonnera dans Thypothese que les resultantes 
existent dans les deux systömes de forces, les equations (E, E‘) sont censdes 
satisfaites toutes deux; et [on pourra se borner ä prendre seulement en con- 
sideration les deux premieres equations (R, R‘): de plus pour eviter un trop 
grand embarras dans les notations, on peut egalement designer par p1, 91, Fı 
les cordonnees courantes de (R‘); ainsi on remplacera les @quations (R, R’) 
par ces deux autres combinaisons degalıtes: 

(R) Ip, -Aqı =L, Zı — In =N, 
(R') mn - Aqa=l, Zyu-Yn=N. 
$. 7. Recherchons les conditions requises pour que les resultantes (R, R‘) 
se coupent. Les equations du plan principal (P) relatif au systeme fonda- 
mental, et de celui (P‘) du syst&me varıe de forces sont: 
(P) pıcoso + g,cosp + rıcosJb =, 
(P‘) pı cos @' + g, cos p' + rı cos = (0). 
Le tout est rapporte aux axes (0a, Oy, 02). Les deux equations (P, P‘) ex- 
priment dans leur existence simultande la ligne d'intersection des plans (P), (P‘): 
or, pour que la rencontre dont il sagit, ait lieu, elle doit se faire sur la ligne 
dintersection (P, P‘) puisqwelle doit appartenir & la fois a chaque plan prin- 
cipal; mais en tirant d’abord des @quations de la premiere force (Ri) les coor- 
donnees g,, rı en p,, et les substituant dans celles (P, P‘), on trouvera 
pı(A cos wow + Ycosp + Zcosıb) + Mcosıb — Lcsyg =U, 
pı(A cosw + Ycosp' + Zcosal‘)+ M cos“ — Lcosgy'=U. 
On a identiquement M cos ab — Lcosp=0), et la premiere des egalites ob- 
tenues est parconsequent une identitd manifeste en vertu de (E); mais il nen 
est pas de meme de la seconde qui fournit pour p,, et partant pour g,, rı, les 


valeurs suıvantes: 


Lcosy'— Mecosıy' _  — LM-M.L 
Pı = Xeosw/+ Ycosg’+Zcoswy‘ — NX+MIY+LZ’ 
Tp) Neosw—Lesw N.LU-—-L.N 
ui Jı 7 Xeosw + Yeosyg'’+Zcosw' — NX+MY+LUZ’ 
Mecoswo'’— Ncosy’ _  . MN-NM 
"1 T Xecosw + Ycosp'+Zcosw' ” NX+MY+LZ 


En combinant ensuite les equations de (R‘) avec la ligne d’intersection (P, P‘) 


des plans principaux, on trouvera pour les coordonnees du point de rencontre 


de (R‘) avec (P, P‘) les valeurs analogues 
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v L’cosp—M'cosw N cosw—L’cosw 
(N) eK X cosw+ Y'cosp+Z'cosw ? am X' cos» + Y!cosp-+Z' cos ıy ’ 





M'cosa— N’ cos 


71T X c0s@ + Y!cosp+Z'cosı ' 








Donc, pour que les resultantes se coupent, il est necessaire et suffisant que 
ces doubles valeurs de p,, gı, rı soient les m@mes dans les equations (T et V). 
Mais deja les numcrateurs de chaque double valeur sont egaux et de signes 
contraires; il suffira done que les denominateurs dans (T et V) soient aussi 


egaux et de signes contraires, et que l'on ait parconsdquent la nouvelle condition: 
(F) NX+-M'Y+-LZ+-NNX +- MY +LV' =0(,; 


laquelle se symetrise d'un maniere remarquable par rapport aux forces com- 
posantes et aux moments. Elle subsiste entre les donnees primitives et les 
trois inconnues distinctes des 9 cocfhicients (a,b,c, a‘, etc.). Mais comme 
l'’equation (E) na lieu qu’entre les donndes immediates de la question, on n’a 
jusquicı que deux equations de condition (E‘, F) entre ces m@mes donndes 
et trois inconnues differentes. Donc, quel que soit le syst&me fondamental de 
forces (s), a resultante effective, on pourra trouver de diverses manieres un 
systeme de forces varie (S$‘, $“, $,....) ä resultante effective qui coupe celle 
du systeme ($); mais les resultantes R’, R“, RK, .... des syst&mes respectils 
5,5, 5, .... auront chacune un point de rencontre special avec celle A 
de S; et rien ne demontre jusqu’ici que ces divers point puissent coincider en 
un seul et m@me point de la ligne de A. Toutes les fois que cette coincı- 
dence, censde possible, a lieu, on a ce que len peut nommer par analogie 
avec ce qui existe pour les forces paralleles, centre de forces, et ce que l'on 
nommerait plus exactement un centre de resultantes. Les coordonndes de ce 
point se calculeront par les equations (T ou V); mais il faut queelles soient 
independantes des 9 co@fficients (a, db, c, etc.) qui devront disparaitre dans de 
certains cas particuliers; au moins soit par voie daddition et de soustraction, 
soit par voie de division ou de suppression de facteurs communs, soit par 
voie de multiplication par un facteur qui sandautit. Dans le cas contraire les 
points dintersection (R, KR‘), (R, R“), (Rh, R'“,....), et m@me ces aulres (A, RK), 
(KR, R“), (RY, KR) et quion pourrait calculer aussi, ne seront pas des centres 
proprements dits; il faut que le centre soit ic, comme dans les courbes, un 


point dintersection d’une multiplicit€ infinie; ou bien quiil soit au moins une 


intersection dun nombre considerable et en quelque sorte arbitraire de lignes 
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d’actions de resultantes; de sorte quil peut avoir, et quil a en effet, comme 
on je verra, un caractere plus etendu que le centre geometrique ordinaire. 
$. 8. La methode precedente de calculer les coordonndes de linter- 
section des deux resultantes- (R’, R) par le moyen des plans principaux, n'est 
plus applicable lorsque le plan principal varıe (P‘) reste superpose sur le pre- 
mier (P); c'est ce qui arrıve par exemple, et notamment pour un systeme de 
forces toutes situces dans un m@me plan, dans celui (0x) par exemple, et 
que lon ferait tourner sur leurs points d’application fixes, sans sortir de ce 
plan. En elfet, des lors laxe (02) normal au plan donne ne cessera pas 
d’etre laxe principal, tant des systemes varies que de celui qui est donne; mais 
pour ce cas special on aura: 
=a d=—b Z=0, Z=0, X =al+rbY, Y'=ar/ —0iÄX, 
L,= EP cos P(ax — by) — EP cos a(bx + ay), 
L‘=arPl(x cos P—ycoa)—b>IP(xcosa+y cos Pß), 


de sorte que si lon fait pour abreger FP(x cosa-+ y cos f) = H, on aura: 
L’=a.L—b.H. 


En combinant directement entrelles les deux equations des deux resultantes 
qui mexigent plus pour leur rencontre d’equation de condition particuliere, 
on obtient pour le point de rencontre: 
LX'—L'’X LY'—L'Y 
a Fr ET RELT 
En y substituant les valeurs des quantites accentudes donnees plus haut, on 


verra disparaitre d’elles-m&mes de p, g, les quantites a, 5: la premiere par 
voie d’addition et de soustraction, et la seconde comme facteur commun sup- 


prime, et il viendra: 
BSB:T Y.H—-L.X 
Man un 8 = R: 





Ainsi, etant donne un systeme quelconque de forces appliqudes toutes dans 
un meme plan, soit a une figure plane, soit a un corps rigide, si on les fait 
tourner autour de leurs points d’application, sans alterer nı les intensites nı les 
inclinaisons mutuelles, la resultante tournera invarıablement autour d’un m@me 
point du plan; autrernent dit: tout systeme de forces, situees dans un meme 
plan, admet un centre de resultantes quon peut calculer par les deux der- 
nicres formules obtenues; mais cela suppose que le systeme ne soit pas de- 
place en dehors de son plan autour des points d’application. Il n’est pas dif- 
ficile non plus de trouver ce centre (?,, 9,) par une construction geometrique, 



































B 
Er 
E 
« 


18. Steichen, sur la theorie du centre des forces. 291 


les centres des systömes de forces paralleles (P cos a, P' cos a‘, P" cos a“, ....) 
(P cos ß, P' cos ß‘, P" cos ß*,....) etant deja censes calcules ou construits. 
En effet, en nommant (x,y,) les coordonnees du centre du groupe ZP cos a, 
et (2,%,) celles du centre du groupe EP cos ß, on aura les formules suivan- 


tes qui resultent m@mes des valeurs de p, g, comme cas particuliers: 





EPcosa.x=Ä.a,, ZP cosa.y=Ä.y,, 
ö zPcoß.e=/Y.z, =P cos A.y=F.y; 
lou 
H=X.aı+F.y, L=F.n,—X.y,, 
X? 24V’. +X.Y.(y,—yı) X’y+Y°.y+X.Y.(0,— 2) 
A rn 


Concevons maintenant que l'origine soit au centre m@me du premier groupe 
parallele Z&P cos a, et que l'axe des abscisses soit la ligne droite qui joint ce 
point (0) au centre (0°) du second groupe EP cos £; on aura ©, =, y,—=0, 
y%=V, = (WI); pı = ar.cos’B, et = — x..cos B.cos A; A et B de- 
signent les angles de la resultante A avec les axes (0x, 0y). Supposons que 
cette ligne tombe dans l’angle des (x, y) positifs, en (0) elevez y une per- 
pendiculaire 0/7 qui tombera dans langle des (+2, —y); du point 0° abaıs- 
sez une perpendiculaire (0‘/7) sur la ligne (OF) ainsı choisie; projetez ensuite 
OH sur (00°) et sur (—y): la premiere projection sera la valeur de p,; la 
seconde sera celle de g,; donc le pied F] obtenu par cette construction est 
le centre de forces ou le centre general de resultantes cherche. — On voit 
aussi, ce qui du reste est @vident a lavance, que le pied H ou (p,gı) coin- 
cide avec le centre (0), toutes les fois que (00) = 0. 





$. 9. Considerons un second cas particulier, celui d’un syst&me de 
forces toutes paralllles a un m@me plan, a celui (0x) par exemple: sans 
violer les conditions prescrites dans la definition, faisons tourner les forces en 
leurs points d’application autour d’axe paralleles et normaux au plan directeur. 
Dans ce cas les axes varıes par rapport auxquels le systeme deplacd se trouve 
dispose a la facon du systeme primitif, rapporte aux axes anciens, seront de- 


finis par les @quations suivantes: 
‘ll ur cd. het due  u—h, 
Les valeurs generales des quantites accentudes A“, .... N‘, .... seront: 
X=aX+iIP, —- Y=ıaYy—I/IXN, Z=0, Z=0; 
yzyÄ-yY==W; 


csy=cosy=cosy"=...el.=...=(0; =0, C=0; 
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N'=b.EPcosa.z—aXPcos fa=bM—aN, M'=aM-—LiN, 
L=aL—b.H; car alors M=X8Pcosa.z, N=— EP cos ß.z, 
et (E’) deviendra de son cötd ou plutöt N’ X'+ MY'’+-LZ'=0 le de- 
viendra du sıen: 
LZ'+- NX' +M'Y'=MY—-NX =V. 
Cette equation devant subsister avec l’equation (E) qui se reduit a VX+MY=0, 
donne en combinaison avec celle- ci: 


(e) MY=0, NX=d. 
Mais lequation de condition (F) se reduit maintenant au terme unique 
21.M.Y=0, laquelle condition est deja comprise d’elle m@me dans les 


deux egalites (e); de sorte que lintersection de Fi‘ avec R ne requiert pas 
d’equation de condition speciale. On obtient ensuite: 


a?®= M*’+ N” — 4abM.N + (aL—bH)}, 





‚..bM-aN ‚ __ aM-b.N ‚,__ aL—b.H 
cos # = * en; cosyp = a cosu = 7, , 
u u u 
et les valeurs des coordonnees de lintersection (R‘, R) seront 
X.H+L.Y Y.H—LX M N 
Pe ?2 ’ De , ie ri A 


Celles-ci etant encore une fois independantes des co@fficients a, db, qui pour- 
ront caracteriser tel systeme varıe quon voudra, pourvu que les conditions de 
deplacement indiquees plus haut soient observees; ıl siensuit que le centre de 
forces existe ici comme dans le premier exemple. Mais comme les conditions 
(e) subsistent entre les donndes fondamentales, il reste a examiner si le systeme 
de forces proposdes est quelconque, ou sil doit se specialiser d’une certaine 
facon pour pouvoir admettre un centre de resultantes. Or on peut toujours 
ici disposer les axes coordonnes (0y, 0x) autour de l’axe (0z), normal au plan 
directeur, de maniere & satisfaire aux conditions M= NP cosa.z—=(, 
N=—PcoPs=0, ou bien ä ces deux autres: F=0, ee N=V0 qui 
satisfont aussi completement aux conditions (e). En effet, en elevant ou en 
abaissant convenablement le plan (0x) sur la Iigne (Oz), on doit pouvoir 
trouver une position speciale de ce plan pour laquelle on ait I. Pcosß.2z=0, 
on N=0. En meme temps on pourra trouver dans ce plan un axe 0y qui 
soit normal ä la resultante, ce qui donne aussi F = 0: donc en effet, quel que 
soit le systeme fondamental de forces, on peut toujours satisfaire aux dqua- 


tions (e) par une disposition convenable des axes 0x, Oy; et il suit de lä que 


des forces quelconques, parall&les seulement a un m@me plan, admettent toujours 
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une resultante effective, et un centre de resultantes; autrement dit: sı Von 
fait tourner un tel systeme de forces en leurs points d’application fixes autour 
d’axes paralleles de direction et perpendiculaires au plan directeur du systeme, 
leur resultante tournera ıinvariablement autour dun point fixe de l'espace; la 
projection de ce pöle sur le plan directeur coincide avec le centre m&me du 
systeme qu’on obtient, en projetant les forces proposees sur ce m@me plan. 
Ce resultat est manifeste par la comparaison des valeurs actuelles de p»,, 9, 
avec celles du premier exemple dejä traite; ainsı pour obtenir la position du 
centre, on commencera par construire sa position projelee sur (yOx) et Von 
calculera sa distance a ce plan par la formule r, = M:AX. 

10. Si Fon veut deduire de ce qui precede, la propricte dejä con- 
nue du centre dun systeme de forces paralleles que l’on ferait tourner d’une 
maniere quelconque autour de leurs points d’application, et non seulement 
autour d’axes perpendiculaires au plan directeur, on pourra proceder de la 
manıcere suivante. 

En posant dans les valeurs que prennent dans ce cas les forces et les 
moments L’M'N‘, les combinaisons: 


acosatbcosß+ccsy=m acosa+tb’cosß + ccosy= m‘, 
a” cos a+b" cos + c"cosy= m“, 
on obtiendra par lemploi de ces abreviations: 
“= m’EPa— m2Py, N=m“EPy—m‘’zPz, M'=m:!Pz — m“ZP«x; 
X =m.2P,, Y’/'=m.2P, Z=m".>3P, 

et lon reconnait par la avec facilite que la condition dune resultante unique 
du systeme varie, savoir L’Z + N X + M'Y" = est satisfaite identiquement. 
Ensuite l&quation (F) devient en y portant les valeurs de 1‘, N‘, M': 
(m"2Py — m‘ZPz) A + (m2Pz — m“2Px) F + (m 2Px — mZPy)Z) 

+ m.N.EP + m'M>P + m“L.> \ = 
En observant que X=cosa.SP, Y= cos PP, Z=cosy. IP, et reunis- 
sant les termes qui multiplient zn“, m‘, m respectivement, on parvient ä cette 
autre forme: 

m" (cos a&Py — cos BEP.x + L) + m’(cos yEPx — cos a&P.z + M) 
+ m(cos BEPz — cosy.2Py+N) =V. 

Mais en vertu des valeurs de L, N, M, les multiplicateurs de m“, m‘, m sont 


chacun nuls; donc lequation (F) du cas actuel devient aussi identique. Reste 


encore ä examiner ce que deviennent les Equations (1, 91, rı). On obtient 
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L(m£Pz— m! ,EPx)— M (m'&Px—m.YPy) 
m — (mN+m'M-+m"L).2P . 
Mais le numerateur de cette expression de p, peut-@tre mis sous la forme 
mL.=Pz + m&Py — (m"L + m’M)>.Px 
et comme en verlu des valeurs de L, M on obtient 
L.2Pz + M2Py = =SP.x(cos P>Pz — cos y.=Py)=— N.S.Pa, 
on trouvera pour le numerateur total la valeur 
— m.N.2Px — (m’'M+m“L)>Px = — (mX\+m'’M-+-m’"L)SPa, 
partant: 
pı=(ZPa):ZSP etdemiöme „=(ZPy):2P; n=(2Pz):=P. 


S. 11. Considerons maintenant un systeme quelconque de forces, d’oi 





lon deduit les syst&mes varies, en faisant tourner les forces donndes autour 
daxes en leurs points d’application qui soient paralleles de direction. 11 sagit 
de reconnaitre les conditions auxquelles il faut soumettre le systeme fonda- 
mental et les syst&mes varıes pour que toutes les resultantes eflectives se ren- 
contrent encore en un m&me point de lespace. Comme la direction de laxe 
(0z) du point fixe (0) est arbitraire, on peut le prendre parallele a la com- 
mune direction des axes de rotation, et le nommer pour abreger Zaxe de 
rotation; cette disposition des axes coordonnes fournit les Egalites suivantes: 
"=, "Bd Cal !R eh ae fm-b Zu; 

X =aX+bY, Y'=aY—;IX, L=aLl-—bH; 

N =>Pcosy.y+3Pz(b cos a— a cos ß); 

M' = EPz(a cos a +5 cos P) — FP.x cos y. 
Les equations (E‘, F) des ($. 7. et 6.) deviendront: 

> al£.L+X3Pcosy.y— Y.SP.cosy.z]) —AÄ.EP cos ß.z 
0) +b[X.8Pcosy.e+Y.82Pcosy.y— Z.H)+Y.EPcosa.z=0, 
(F) a(Y.&Pcosa.z—A.>2Pcosß.z) + LZ+A>Pcosy.y—Y.>EPcosy.x 
+ b[X.(FPcosaa—M)+ Y.(ZPcosß.z+N)— Z:H]) =V0. 
Or en remarquant que ces equalions sont de la forme 
a + bu +v=0 pour la premiere, 
av + bu'+h=0 pour la deuxieme, 

il est aise de reconnaitre qu’elles sont satisfaites independamment d’aucune 
valeur particuliere de a et de 5 si lon a dabord: u— W"=0,\)—v=0; 
cest-ä-dire si la difference des multiplicateurs de 5 dans [une et dans l’autre 


est nulle, et quil en soit de m@me du coelficient de a de la premiere, dımi- 


nue du terme constant dans celle-ci; ensuite pour que l’Equation elle m@me 
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ah+bu+v=0 ne determine pas a,b en combinaison avec celle +U’=1, 
ıl faut, vor =0, u=0,v—=0; ainsı en resultat on deduit de lä quatre 
equations de condition, savoir: 

v=LZ+AZP cosy.y— Y.EPcosy.a=0, 

a=A>Pcosy.c+Y2P coyy—Z.H=V(, 

v=— N.>EP cos Bß.2+Y.3EP cos a.2=0, 

“= X .(EP cos a.z2— M)-+Y.(EP cos ß2+N)— Z.H=V0. 
Mais en nommant (2, Yı, 21) (X, Ya, 22) (Xz, Ya, 23) les centres des trois 
systemes de forces paralleles ZP cos a, ZP cos f, EP cos y, on aura par 


designation: 
xp 


csac=AÄ,x, ZPcosay=Ä.y, ZPcosaz=X.z, 
=Pcosß.x=T.%, ZPcospßy=Y.y, ZPcoß.z=Y 
=Pcosy.c=Z2.%, ZPcosyy=Zy, ZPecosy.z=Z.z, 
L=Y,—-Xy, N=Z9-Y.., M=X.z.—Z.x,, 


et des lors on se convaincra aisement que v= X.YZ,—Z)=0, que la 


- 
.n.n> 


I 


premiere = 0 est identique ä la troisieme v—=0, et que la seconde et la 
quatrieme sont identiques entrelles, de sorte quil ne reste que deux «qua- 
tions de condition distinctes: 

v=Y.>Pcosa.z—X.>Pcosß.2=0, u=>Pcosy.(X.c+Y.y)-ZH=0, 
ou 

a = (EPcosy.x).X + (3Pcosy.y). Y—Z.E&P cos ax — Z.3&P cos Py =. 


On trouvera pour les coordonnees (p,, Gı, rı) les valeurs: 








(a— DLZ.x,+b(LYz,-+ MH) (a—1)LZ.y—b(LXz, + NH) 
Pı= "(a—-DLZ+L(MX—-NYr) °’ Jı =" (a—-DLZ-I(NY-MX) ’ 
(1—-a)(MYz,+NX.2,)+b(MXz,— MYz,) 
ae (a—-1) LZ+b(MX-—NY) 


Pour former le denominateur commun de ces trois quantitds, nous 
avons cherche non pas la valeur dd NV X+-M'Y+ L'Z, mais celle de 
— (NX + MY + LZ') qui lu est egale en vertu de lequation (F). Be- 
marquons aussi que les conditions v», «= (0 peuvent Ötre mises sous les 


formes suivantes qui nous serviront utilement: 

pe nn YX(z,— 2,) m v, L = AZ (x, —xı) + YZ(y3—y;) = 
Mais ıl faut se garder de supprimer des facteurs qui en apparence sont com- 
muns; car sı par exemple lune des trois quantites A, Y, Z, devenait nulle, 


ou infiniment petite, il y en aurait plusieurs des coordonndes (X, Yı2ı, %Y22,) 


etc. qui pourraient en m&me temps devenir ınfinies. 


39 * 
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Apres cela on pourrait reconnaitre a une simple inspection quelques 
cas particuliers ol 1, 91, r, deviendraient independantes des variables a, 5; 
mais nous rejelons cette methode de proceder comme peu süre et comme 
offrant encore trop de tätonnements; nous allons envisager la question d’un 
autre point de vue plus general, et nous serons ainsi amene naturellement ä 
lexamen detaill€E des circonstances varices que presente le probleme. 

S. 12. Lieu geometrique des resultantes dans le cas dun mouve- 
ment de rotation autour d’axes paralleles. 

En prenant toujours laxe (02) parallle aux axes de rotation des forces 


h 
en leurs points d’application, on a par le $. 11.: 
WM =aL—Lb(As+Yy)=aL—b.H N =Zy+0Xz — al, 
W"=—Zx,+alz, +blz,, VM=aXl+bVYVY Y=uY—iXN, Z=Z 
les equations de la resultante du systeme mobile de forces sont: 
() Fpmn-Agqy=sl, Za—Tn=N. 

On se dispense d’ecrire la troisitme dquation qui exprime la projection de 
la resultante sur le plan (20x), parceque dans l’hypothese m@me d’une resul- 
tante, celte dquation est et doit @tre une consedquence identique des deux 
quations (g). Ainsi par le fait m@me de cette omission, nous admettons dejä 
que les Eequations v=0, u=Ü soient satisfaites. 

En substituant aux lettres accentudes leurs valeurs en fonction des 
donnees, on deduit des Equations (g): 
(e) alfrnı - Ay—L) =b(Ap + Yy1—- Ic —}y)=b(Ap + Ym—H) 

a(23—rı)Y + b(n—2a)A= (y—g)Z. 


Sı done on pose pour abreger et pour se retrouver dans la discussion quil y 





\ 


aura ä faire: 
mp — Ay — L=T Xp+Ygq— Acı —Yy ou Xp + Iqı — H= U, 
(».—nr)Y=T, (n—2)X=V', (Ys— )A=w, 
on aura pour les equations de la resultante, representdes abreviativement: 
(0) aAT— b.U=0, aT’+b.U=W. 
En tirant de Jä les valeurs de a et 5, et les portant dans l'@quation de con- 
dition perpetuelle mais simplifice a + ö°=1, on obtient pour l’equation de 
la surface, lieu gcometrique des resultantes: 
(s) IW°T:+V°’)=(VT'+V'T), 
et celle ci parait du quatri&me degre entre les coordonnees courantes p,, 91, Fı 


de Yun quelconque de ses points. 


Remarque. L’equation (9) est susceptible d’une reduction conside- 
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rable: et nous pourrions nous attacher immediatement ä faire cette reduction ; 
mais comme nous tenons a prouver que la solution du probleme ne depend 
pas exclusiveme du succes de cette entreprise, dans laquelle nous ne prou- 
vions d’abord pas reussir, nous avons prefer€e de suivre les errerments d’une 
discussion generale qui ne doit pas manquer non plus de conduire aux resul- 
tats quoon cherche; cette maniere de proceder sera plus longue, mais les de- 
tails quelle necessite ne nous ont pas paru superflus, quoiquils ne soient pas 
indispensables. 

$. 12. bis. En raisonnant done dans I’hypothöse que la surface ($) nous 
soit encore inconnue, et quelle se trouve en effet du quatritme degre, nous 
pouvons exprimer quelle est developpable, si deux resultantes consccutives el 
infiniment voisines se coupent. Or pour le point de rencontre les coordon- 
nees courantes sont les m@mes dans [une et l’autre ligne d’action; et il suffira 
par consequent de faire varier les quantitds a,b, en laissant (p,, 1, F) con- 


stants; cette opcration donnera 


V v' Ey 7 ry 
b=—Aa; b=+ta.m; partan U” + UT=V, 
Wr’ w.v‘ 


a=ya,p, b=ya,g, parat W’=T?+V* 


Ainsi ıl faut avoir ä la fois en vertu de (g), 
FYT’+-V/T=0, te WMW=0(, ou 
T=0, ee V=0 ia fois. 
Examinons d’abord Ihypothese des deux dernieres equations simultandes. Le 
lieu enveloppe des resultantes, se reduit done ou & une droite ou ä un point 
dont la projection sur le plan (yOx) a les coordonndes fixes et determindes 
dapres ces equations qui donnent les valeurs: 
HX+LY HY—-LX 
pı" yL,y7 > NIT 
Quant a la quantite r, il faut la calculer par lequation I°’= T’+NV?, qui 
equivaut a celle-cı: 
(v2 Pr (2—r,)? Y?’+ (n—2,) X”, 
et qui parait exprimer un cylindre du second degre. Mais dans le cas le plus 
general du probleme on doit avoir A, VS > ou <Oä la fois, et partant 


2%, = z, d’apres la condition de =, et en introduisant ce resultat dans 


l'equation obtenue en dernier lieu, on Ja ramene & celle-ci qui est lincaire: 


(n-)Z=#(23—r) VA?+Y”), 








298 18. sSteichen, sur la theorie du centre des forces. 


et il ny a plus maintenant que la double valeur de r, qui semble resulter de 
la et qui puisse offrir quelqu’embarras. Or cet embarras disparait immediate- 
ment, si lon remarque que la valeur de g, deja obtenue plus haut, se reduit 
A Ya, tant en vertu des equations de condition », «= 0 que par la nature 
des notations admises; il reste donc simplement et sans aucune ambiguite de 
signe, ı = 2, =2,. On peut prouver aussi par les m&mes conditions », u—=0, 
que la valeur de p, se reduit a &;; nous omettons ici ces details de calcul, 
pour les donner plus loin lors de la reduction de lequation (g). 

$. 13. Examinons en second lieu ce que pourront nous fournir les 
deux premicres equations de condition, savoir: 

W=ly-W)=0, UT+UT=0. 
La premiere exige que lon at 7” + UÜ”=0, partant 
T=(,—r)Y=0, U=(n—:)X=0, 
et celles-ci remplissent en m&me temps lautre condition U”+UT=0, 
quelles rendent par consequent superflüe. Les conditions 
==, I'=®, U ==®, 

dont les deux dernieres entrainent Ja premiere comme consequence, nous don- 
nent 9 =Yy, n=%=2z, ce qui reproduit la condition meme dev —=(0); 
on remarquera ensuite que le centre cherche, sil existe, doit toujours se trou- 
ver sur la ligne d’action de la resultante primitive, et quil faut parconsequent 
encore toujours admettre lequation 7= Yp, — Ag, — L=0 qui fournit la 


= (a). 


et celle-ci est encore une fois l’Equivalent de p, = x,. Ainsi donc tout sy- 


steme de forces ä resultante effective admet un centre de resultantes toutes 


valeur de p,, savoir: 





les fois quoon dispose les forces primitives autour de trois axes coordonnes 
rectangles du point fixe (0), de facon que les conditions v—=0, u = soient 
satisfaites; mais cet Enonce peut et doit ätre pose d’une maniere differente 
qui en fait mieux ressorlir le caractere de generalit@ qui lui est propre: 
Toutes les foıs qu'on fait tourner les forces d’un meme systeme quel- 
conque a resultante effective, autour d’axes en leurs points d’application, 
paralleles entr eux et a un awe (Vz) choısi au point fixe dapres les dqua- 
tions de condition v, u, leur resultante se conservera pendant ce mou- 
vernent, et elle tournera incariablement aultour d'un seul et meme point. 
Cest ce point qui forme par consequent ce quil faut nommer centre de forces, 


centre de resultantes pour tout axe de rotation convenablement choisi. Sı cet 
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axe est arbitraire de direction entre de certaines limites, le centre existera lui- 
meme dune infinit€ de manieres differentes entre ces m@mes limites, et pour 
le m@me systeme fondumental de forces. 

Je dis ensuite que quand ce point existe, il constitue le centre m&me 
ou le sommet d’une surface conique vulgaire sur laquelle se balance la ligne 
daction de la resultante mobile et dont l’axe est parallele aux axes paralleles 
des surfaces coniques sur lesquelles se meuvent par hypothese les forces par- 
tielles du systeme propose, En designant en effet de nouveau par p,, 91, Fı 
les coordonnees courantes de la resultante variable qui par hypothese passe 
par le point fixe (x, y32,), on obtient pour le lieu cherche V’equation: 

(A’+L!°) (n— 2) — Z’(pı— a)? — Z(ny’ = 0. 

C'est evidemment le cöne defini ci-dessus: de plus sachant une fois que la 
resultante se balance autour dun point fixe (25, Ya, 2 = 2), on sappercoit 
immediatement par lequation Z=Z qui donne cos C’=cos (, quelle deecrit 
cette surface conique, concentrique a un axe parallcle ä (Oz), et ayant pour 
sonmet le pivot de balancement de la resultante. Mais cette equation Z=Z 
ne permettrait plus aucune conclusion de ce genre, tant que lexistence de ce 
pöle ne serait pas mise en @vidence. 

$. 14. Je dis maintenant que cet axe de rotation (02) determine 
d’apres les conditions », «=, peut et doit exister entre de certaines limites 
d’une infinite de manieres, ou du moins de diverses manieres; ce qui assigne 
au centre de forces dun systeme donne une position particuliere pour chaque 
direction particuliere de l'axe (0z), ou pour chaque direction des axes autour 
desquels les forces tournent en leurs points dapplication. 

En effet, reprenons les equations v=0, «= (0 quon pourra mettre 
sous la forme: 

(v) YEP cosa.z2=A>P cos ß.z, 

(u) SP cosyAx+Y.y)=ZyP(®cosa+y cos P). 
Sı lon considere les axes (0x, Oy, 02) en O0 comme des directions inconnues, 
on pourra concevoir en ce point un nouveau systeme d’axes rectangles connus 
(Ox,, Oy,, 02,); et en denotant par des lettres accentudes en bas les donnees 
des forces par rapport ä ces derniers axes, on a par les transformations connues: 


=a0 +byıtca, yza,atb,yıtchz, z=a., a, +bH,yıtc“z, 


cos «= a, c085 a, + by cos P, + cı cos Yı, A=aA, +b,r, +aZ, 
cos P= a, cos a, + db, cos ß, + cı cos Yı, Y=aA,+bY, +c4Z, 
cos y=a; cos a, + bi cos ßı + cı cos Yı, Z=aX, +bY, + caZ, 
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N=aN-+5b,M +CGL, M=aN+bM +caLl, L=aN,+bM, +cL.: 
Les donnees sont maintenant A,;, }ı, Zı5 N, M,, Li; (a, Ai, Yı) (a, etc.), 
(,,b,,c,; a’, b’,, etc.) sont les 9 co@fficients qui doivent servir ä la de- 
termination de la direction inconnue de laxe (Oz) et sont reductibles, comme 
on sail, a trois inconnues distinctes. On pourrait croire neanmoins quil nyait 
au fond que deux inconnues veritables, puisque l’on ne cherche quune di- 
rection (03) et que generalement les inconnues qui servent ä fixer une dı- 
reclion en un point donne, se reduisent a deux inconnues distinctes: mais ıl 
faut remarquer icı que laxe (Oz) doit ötre determine d’apres des Equations de 
condition v, «=0 qui le rendent solidaire avec tout un systeme d’axes rectan- 
gulaires (0x, Oy, 0z) lequel pour ätre determine exige trois equations de con- 
dition et suppose trois Inconnues distinctes. Il y a parconsequent aussi trois 
inconnues veritables dans la presente recherche. Cela pose, en substituant les 
valeurs precedentes de (A, Y, Z,L, M,N) de (a, ß,y, a‘, P',y‘, a, B",y", ....) 


d . ‘ 


de (a, y, 2, x, y‘, 2‘, ete.), dans les egalites (»), («), on obtient seulement deux 
equations de condition entre ces trois inconnues Y, 9, 2b auxquelles se re- 
duisent les 9 codefficients cites; donc le probl&me de la recherche de laxe de 
rotation (02) est susceptible en effet d’une infinite de solutions, toutes com- 
pris ncanmoins entre les limites assignees par ces deux Equations de condition 
transformees (9), (u); et soumises en outre aux Iimitations analytiques A> ou 
<0, 2 > ou <0, Z> ou <P; et ıl nous parait demontre par la que le 
centre dun m&@me systeme quelconque de forces a resultante peut du moins 
exister de diverses manıeres. 

Il est vrai que dans la transformation precedente nous avons neglige 
equation de condition AZ, + MA, + MıYı=0; mais la transformee 
LZ+ NX+-MY=V0 en est une consdquence ıidentique et n’etablit par- 
consequent aucune equation de condition nouvelle entre les donnees primi- 
tives et les inconnues; de sorte quil ny a en definitive que deux equations 
pour trois inconnues. Du reste nous sommes loin de pretendre que la solu- 
tion de la question comporte une indeterwmination absolue; car alors ıl ne de- 
vrait y avoir aucune equation de condition; mais il y a loin d’une indetermi- 
nation relative a une indetermination absolue. Sı l'on prenait par exemple 
laxe de rotation (03) parallele & la direction de la resultante de transport 
initiale, les limitations X > ou <0, Y > ou <O ne seraient plus respectees; 


car on auratX\=0, Y=0, et le centre deviendrait dejä illusoire; il ne se- 


rait pas difhicile d’autres cas otı le probleme ne donne plus de solution. 
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$. 14. bis. Il sagit a present’ de reconnaitre si on ne pourrait calculer 
divers systemes varıes de forces qui admeltent avec le systeme fondamental 
un centre unique, point dintersection dune multiplicit plus ou moins elevee. 
Pour simplifier cette recherche le plus que possible, prenons laxe fixe (0x) 
suivant laxe principal des forces donndes, considerees dans leur position pri- 
mitive; on aura donc 

L=0, M=0, partan X=0; 
N.L N.M er 
pı = 0, = MY+Lz: (= MY+LZ (voir equat. T. $. 5: 
=P(Zcos P — Ycosy) (aa +a'y + az) + ZP cosa.Ylcea+ ey + c"z) 
— ZEP cos a(bz + by +6") =0 (E‘) [voir dquat. E‘. S. 6.], 
M'Y+LZ+NX=0 (F) [vor equat. F. $. 7.) 
Or on voit que lon aurait pour p,, 91, rı des valeurs independantes des po- 
sitions des systemes varies, si le rapport des moments M’:L‘ etait par exem- 
ple invariable. En denotant par r un nombre donne, posons donc la nouvelle 
equation 
(G) M' ze... 

Sı dans les deux dernicres relations (F, G) ou substitue les valeurs de 
L‘, M‘ en fonction des donnees primitives et des varıiables a, b, etc., valeurs deja 
obtenues au $. 6., on a trois @quations (E‘, F, G) entre les trois inconnues di- 
stinctes des 9 co@fficients (a, b, c, etc.); ces Equations suffisent dont pour as- 
signer les systömes varıds quon cherche; et comme elles ne sauraient fournir 
que une ou que quelques solutions au plus, ıl ne saurait y avoir quun ou 
que quelques systemes varies au plus qui admettent conjointement avec le 
systeme fondamental un centre de resultantes. Il nous parait done demontre 
que l'existence de ce point est impossible dans le sens propre et veritable de 
la presente question. Nous disons quil nous parait demontre; car rien ne 
prouve dans le raisonnement precedent dune maniere suffisante que linde- 
pendance des valeurs de p,, gı, rı ait seulement lieu dans la supposition de 
M'=x.L‘ qui est contraire, en combinaison avec les autres dquations, ä cette 
intersection multiple plus ou moins elevee. Quoiqu'il en soit, et en attendant 
des nouveaux &claircissernent, nous sommes porte a admettre seulement l'exi- 
stence du centre de resultantes pour le cas ou les forces tournent en leurs 
points d’application sur des surfaces coniques a axes parallcles. 

$. 15. Examinons aussi en peu de mots les moyens de simplifier 


l’equation de la surface (9) qui est generalement le lieu geometrique des 
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resultantes qu'on obtient en faisant tourner des forces en leurs points d’appli- 
cation autour daxes parallele. Par la nous rendrons m&me plus explicites 
encore les resultats deja obtenus, et nous aurons l'occasion de deduire de lä 
une solution d’une extr@me facilit€ d'une question qui au premier abord parait 
assez compliquee. 

Pour introduire dans l’equation (S) du $. 12. la condition v»==0, la- 
quelle donne „—=z, pour XF > ou 0, on remarquera que legalite ,=z, 
donne: "= („—r)F, U = — (,—r)X; partnt :UÜ=—P:X; et 
pour U7T’+ UT on trouve: 

UT+UT=(U.F— TX) (,—r,). 

Faisons remarquer aussi une chose importante, savoir que les equations 
de condition v=0, «—=0 derivent uniquement de lequation A+bu+v=V 
ou de lequation (E‘), et qu'elles se rapportent par consequent uniquement A 
la condition dexistence d’une resultante effective; qu'elles doivent done subsister 
dans le cas m&öme otı l’on admet l’equation (‚$) seulement, c’est-ä-dire un lieu 
geomelrique de resultantes; ensuite on noubliera pas non plus que nos calculs 
supposent que les forces tournent en leurs points d’applications autour daxes 
paralleles a celui des (02); ce qui est toujours admissible; car cette commune 
direction des axes de rotation, etant convenablement choisie, et d’apres les con- 
ditions du S. 14., rien n’emp@che de prendre en (0) pour axes des z une 
droite parallele a cette direction. Si donc on se rappelle encore la valeur de 
® du $. 12., on pourra presenter l’equation ($) du No. cite sous cette au- 
tre forme: 

) Za-yIP+D) = (an U.Y-T.Xy 
Mais en prenant pour plus de brievee Ä?+ Y?=g°, on trouvera aisement 
et eu egard ä la signification des lettres 7), U, etec.: 

T’+U=_op+eg— 2(LY+-HA)p, — 2(LA—-—HY)g +H’+D, 
U.Y- TAX =, +LX— HI, 

(UY—- TA = eo’ + 2 (LXA—HY)g + (LX— HY), 
et lequation (g,) pourra & son tour se presenter sous la forme: 
() Zn) piteg—2(LY+-HAXN)p) —2(LX— Hl)g+ L’+H?°) 

= („—n) [+ 2 (LX—HAY)g + (LX—HY)). 
Celle-ci est maintenant susceptible d'une simplification considerable et impor- 
tante & la fois. En effet, la condition d’egalite »=0 conduira aisement ä celle-cı: 
(I) Y,y—Ay=L, 


et par celle de «= 0 on obtient semnblablement: 














18. sSteichen, sur la theorie du centre des forces. 303 


(ID) Az + Y. y=Au+Yy=H. 

De lä nous concluons ä& linverse les valeurs de ces autres combinaisons: 

(II) HX+-LY= 0’.x;, HY—L.X\=0.y,, 
et par la lequation (g9,) se transforme immediatement en celle-ci: 

Zap + eg 2 pa + 2eqy + + IP) 
= (3 ne (g—2ygıt+Y3), ou 
(0;) Z’epiteg—20’a,pı +2o”y; ntl’+ H’) = eo(4—r,)”. 
Ainsi donc cette surface qui nous paraissait dabord du quatritme degre et 
d’une complication extreme, n’est en definitive que du second ordre. Sous 
cette forme nouvelle, depouillde d’un facteur commun (9,—y;)” au deux mem- 
bres, elle semble caracteriser un hyperboloide de revolution ä une nappe; 
mais avant que de rien conclure a cet dgard, observons que les «quations 
(1, II) qui proviennent de v»=0, #—=0, donnent ä leur tour: 
IP’+l='(a+y3), 

et par la substitution de cette valeur de 4?+L?, nous obtiendrons finale- 
ment cette forme tres simple: 

(94) zZ I(pı— X)? + (1—y)] ui g’ (21 — 91)" —V. 
C'est la lequation dune surface conique vulgaire dont le centre ou sornmet 
se trouve au point (%,, Ya, 21); ce centre est donc situe dans le plan mene 
par le centre des forces paralleles (P cos a, P’ cos a‘, P“ cosa“, etc.) ou des 
forces (P cos £, P* cos ß’, P“ cos ß“, etc.), et parallelement au plan de rota- 
tion (yOx): de plus, sur ce plan ıl se projette sur la projection m@me du 
centre (@3, Ya, 23) des forces du systeme IP cos y. 

Ainsi, en resume, toutes les fois que la resultante effective se conserve 
dans un systeme de forces, mobile dapres les conditions prescrites (et elle se 
conservera pourvu que laxe de rotation soit convenablement choisi), son lieu 
geometrique est une surface conique vulgaire, concentrique a un axe parallele 
ä la direction des axes de rotation, et dont le sommet est un centre de rec- 
sultantes. 

Quant ä la direction de ces axes de rotation, elle n'est pas absolument 
arbitraire, et cependant elle est possible d’une infinit@E de manieres differentes; 
cest ce que demontrent les transformations indiqudes au $. 14., en m&me temps 


quelles fournissent le moyen de calculer cette diversite de directions des axes 
de rotation. 


Sı l’on faisait tourner le systeme initial de forces A resultante effective 
40 * 
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autour daxes paralleles ne satisfaisant plus aux conditions », u = 0), la resul- 
tante mobile n’existerait plus, et le centre de resultantes serait aussi illusoire. 

Il nous reste & faire remarquer que dans le paragraphe actuel on a ob- 
tenu pour les coordonnees du centre les valeurs p=a5,, 1=Ys, n=4ı=2, 


et que les deux dernieres sont parconsequent les m@mes que celles qu’on a 


j j Xy+L 
obtenues au $. 13.; mais on y a trouve pour p, la valeur py, = u ‚ei 


pour que celle-ci soit identique & la valeur actuelle Yde py = a,, ıl faut 


a u X.y+L : 
qu’on ait Fequation de condition ©, = ZZ. ‚ laquelle subsiste en effet en 


vertu de legalite (1.) qui resulte dev, u=0. 
Sı Fon introduit les conditions v, «= 0, dans les valeurs des moments 


L‘, N‘, M', et que l'on fasse usage des simplifications precedentes, on obtient: 


_ W.U W.T 
N'=Zy;+(bX—a.Y)z,; or on a trouve ($. 12): a= UTLUT b= UTLUT” 


et dapres les reductions operdes sur lequation (0) on doit avoir maintenant: 


UT + UT=#0(a4—r) (1—Ys); dou resulte: 











” tn: Den 
Merz. e.n- Zu=tz. Mi, 
nz ze, 
Nezi.ykz Gr). 


Ces valeurs etant substitudes dans l!’@quation du plan principal N'p,+M'g,+L'r,=0, 
la rendront identique, et cest ce qui doit avoir lieu, parceque les reductions 
precedentes et la substitntion des resultats qui en proviennent, dans cette equa- 
tion, supposent les coordonndes du plan les m@mes que celles de la surface 
et de la resultante mobile. 

$. 16. On pourrait se proposer aussi de rechercher la surface courbe 
sur laquelle se balance laxe du moment principal du systeme mobile de forces, 
tournant sur des axes paralleles ä laxe (0z), et la surface enveloppante des 
plans principaus. Nous ne resoudrons d’abord que cette derniere question; 
mais dans hypothese la plus generale dun systeme qui niadmettrait m@me pas 
de resultante effective; car cette recherche est encore propre a jeter quelque 


jour sur la nature m@me de la question principale qui nous a occupe prece- 


demment. 
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En remplacant donc N‘, M', L‘ par leurs valeurs, maintenant indepen- 
dantes des conditions „, 4 —=0, et reunissant ensemble tous les termes en a, 


tous ceux en Ö, on obtiendra: 
(P) a(Lr,+AXz, 917 Yzp)+b (Azıpı + Yz —Hr)+Zy;.pı — 2.2; H=V, 
ou en posant un instant: 
I, + Aa ı—Y2.p=m, AzıptYa.2,—Hr=n, Zp—-Zou=t, 

am, +b.n ++ =), et rt. 
Faisant varıer les parametres a, 5 et laissant constantes les quantites (1, 91, rı) 
ou leurs fonctions n,, n,, pı, on trouvera: 

a=— mm:(mi+n!),, b=—nm:(m?-+-n}) 
et l’equation a la surface enveloppe: m = mi + n;, ou bien: 
2’(ypı— 29) = (Ln+Xa41—Y.2.p)' + (Hr —Aapı — Yard)” 

Celle-ci est encore une surface gauche du second ordre; lenveloppe ou le 
lieu geometrique des axes principaux est un systeme de droites passant toutes 
par lorigine et perpendiculaires aux plans tangents de la surface dejä obtenues. 
Pourque celle-ci degenere en une simple ligne droite passant par l’origine, 
il faut que son dquation se partage en deux Equations lindaires et simultandes 
qui representent deux plans lesquels par leur intersection donnent cette droite; 
il faut donc qu'on ait par exemple: 

Hr, = Azpı + Y2,.9,, partant 

Lr, = Yzpı — Az, = Z’(y3pı— %&s qı). 

Soit (P2, 92, r2) le point qui avec lorigine (0) determine cette droite, et 
posons %=£pz,, r3=0d.p,; mais dans les deux equations de plans on doit avoir 
a la fos  =p, ı=9 n=n; ainsi en y changeant (pP, 9, rı) en 
(P2, 92, 72) et remplacant g,, rz par leurs valeurs, on obtiendra pour deter- 
miner & et d: 

H=Az,+e.Y2z, DW=Y,—eA.ı. $ Zy Fe.2.2;; 
done pour que le plan principal puisse tourner autour d’une charnicre fixe, 
determinde par (e, 6), il faut avoir entre &, d et les donndes les deux dernieres 


equations de condition qui par lelımination de d fournissent: 
H(Yz,+Zy,) 





Si Ion suppose v, «0, partant z,=z, etc., on deduit de cette derniere Egalite : 
HY.z,==HZ.ys 
ae O’%g2ı + HZ.a; £ 


et celle-ci ne reproduira pas la valeur ©=Yy;:#,. Mais ıl y a une autre ma- 
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niere encore dexprimer que la surface devient une charniere fixe; cest de 
poser ces aulres egalites a zero: 
Lr, = Fa,pı — Az.9 Hr, = Az,pı + Yz,gı #3 Z(yspı — 191) 
ce qui mene aux equations: 
Il =Yz,—e.Äz, H.s=Xz, +:Y2 = Z(ys—e.%;), 
et maintenant lelimination de d fournit pour «: 
e= (HYz, — LXz, $ LZ.y;) : (HXz, + LYz, = LZa,). 
En admettant de nouveau les conditions v, «—=0, partant les @quations 
(1, 11, III) qui en resultent, on obtient <= y3:®,. On a ensuite 


r r Y.xz;— Xys)z Iz 
LS=Ia— =! - Ys)%ı —, 
3 3 3 





partant dö= 2:23; 
ce qui donne enfn = %, $@=Yy, n=2%,= 2, et reproduit le centre 
de resultantes obtenu precedemment par d’autres voies. 

Mais cette analyse ä elle seule est neanmoins insuffisante pour ramener 
a cette theorie du centre de forces, parceque les @quations de condition », +—=V 
sont basces sur des considerations qui y sont @trangeres. Toutefois elle mon- 
tre clairement que le plan principal mobile peut fort bien tourner sur une 
charniere fixe, sans que le centre de resultantes et sans que ces rdsultantes 
elles- m&mes existent; et lon voit en m@me temps par la comment ıl faut mo- 
difier et transformer la question lorsque cette circonstance arrive. Pour lever 
tout doute a cet egard et pour prouver que la charniere fixe ne peut exister 
que dune maniere unique, reprenons ldquation (P) du plan principal. Soient 
encore une fois (P2, 9, r2) les coordonnees du point inconnu qui, conjoin- 
tement avec lorigine fixe des moments (0), determine cette ligne de rotation 
du plan (P); on aura par son @quation citde; 

a(Lr,+ Az; 9—-F2p:) o b(Xz,p.+ Yz,9,— Hr,) + AlYspı—%s 9) =, 
ou bien abreviativement: 
am +b.nn Hm =, 

My, My, 7, Etant ce que deviennent les fonctions m,, n,, m, quand on y change 
Pı> Gı, Fı EN Pa, Ga, Fı respectivement. Mais lequation 0. +b., +m, = 
ne devant point determiner les valeurs de a,b en combinaison avec la con- 
diion + Ö°=1, ıl faut quelle subsiste pour toutes les valeurs de ces va- 
rıables, ce qui exige quon ait 


m 0, ae, m; ot: 


partant 
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m yım —- 9% R=V, 

n, = A,m + Y2.9% — H.r, =, 

m = Aug — YIap + Lr=V0, 
et de la on deduit par l’elimination de 9, r3 (ce qui fait en m@me temps 
disparaitre la troisieme quantite p,) l’equation de condition suivante entre les 
donndes primitives: 

(0) L:H = (Yz,203 — Xz,y):(Yz,.y + Az,.2,), 

et celle-ci n'est pas identique avec la condition NX+ MY+ LZ=0; elle 
ne saurait donc reproduire non plus ä la fois les conditions v, =; cela 
prouve que la charniere fixe du plan principal peut et doit pour de certains 
cas exister lors m@me que le systeme de forces mobile d’apres les conditions 
prescrites n’admet pas de resultante. Dans le cas du centre et de l’existence 
de la resultante, on a v, a—=0, et l'dquation obtenue devient identique; de 
sorte que quand le centre ä lieu, la charniere fixe existe toujours; ce qui 
etait d’ailleurs evident d’avance, puisque ce point doit se trouver dans chaque 
plan principal. 

Jtiemarque. Les quantites (@,, Yı, 21) (X, Ya, 22) etc. sont de simples 
abreviations analytiques. Toutes les fois quil faut discuter les consequences 
de [une ou de lautre @quation de condition qui subsiste entrelles, il faut 
remettre leurs valeurs veritables, parcequ'elles offrent Jinconvenient de devenir 
ou du moins de pouvoir devenir infinies lorsque certaines sommes de projections 
de forces deviennents nulles; ainsi la condition pour Texistence dun axe fıxe 
de rotation du plan principal devient par cette restitution: 


IP (cos $.2x—cosa.y) __ (ZIP cos Az) (IP cosy.2)— (I Pcosa.2)( IP cosy.y) 


(0) DIP(cos@.e+cosßy) (ZPcosd.2)(IPcosy.y)+(IPcosaz)(ZP cosy.x) 











Il est d’ailleurs manifeste que lon doit pouvoir trouver d’une infinite de 
manieres un systeme d’axes inconnus (0x, 0y, 02) propre a satisfaire a ceite 
equation de condition, de sorte que dans le cas ol il n'y a pas de resultante, 
on peut trouver une infinite de directions a laxe (02), tels, qu’en faisant tour- 
ner un systeme quelconque de forces en leurs points dapplication, autour 
d’axes paralelles & celui-lä, le plan principal ne fait que tourner sur une 
charniere fixe. Ici le degre d’indetermination du probleme est bien plus eleve 
que dans le cas du $. 14., otı l'on doit satisfaire & deux @quations de condition 


distinctes avec trois inconnues, tandis que maintenant il ny a plus pour un 


egal nombre d’inconnues qu’une equation de condition a remplır. 
$. 17. Recherchons enfin l’equation de la surface sur laquelle se meut 
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laxe principal, tout en continuant a passer par le point fixe donne (0); nous 
resoudrons cette question dans le but unique de montrer par la voie m@me 
de nos calculs que cette surface est encore du second ordre; quoique l’on 
trouve dabord pour la relation qui la caracterise, une @quation qui parait en- 
core une fois du quatrieme degre; de sorte qu’au premier abord on pourrait 
la prendre pour une surface conique d’un degre trop eleve. 

Soient toujours P1, Gı, rı les coordonnees courantes d’un point de l’axe 
principal, pris dans une quelconque de ses positions autour du centre de mo- 
ments, @‘, p‘, I“ les angles de laxe avec les axes coordonnes; on aura pour 
les equations de cet axe: 

cos p.pı — cos 0,1 =0$, cosılY.g — cos yı.n =, 
partant 
Mp—-Nq=9, La—Mrn=V0, 
ou en substituant les valeurs de /V‘, M‘, L‘ pour le cas otı le systeme quel- 
conque de forces tourne en ses points d’action autour d’axes paralleles & 
celui (02): 
(aXz, +6 Y,— Za;)pı — (Zy +bA2z, —aYz)g =, 
(aL—bH)g, — (aA, +bYz,— Za,)r, =. 
En posant pour abreger les reductions & faire et lecriture des formules: 
Azp + Ya =m Yap -Aaıı=n Zap tYg)=rT; 
Lg, — Aa =8; Hq+Yan=h, Er &, = %, 
les quantites m,n,n,g,h, k seront lindaires par rapport aux variables cou- 
rantes 21, 91, Tı, et lon aura 
am+bon— nn =U, ag—ibh+k=0, 
et de la on deduit 





_ a.h—kn gr+k.m 
ce hm+gn ’ hm-+gn ’ 
et lequation de la surface sera 
(rh— kn)” + (mg + km)? = (hm+ gn)”. 

En prenant pour abreger 

Yz,y + Au. =Q, 

Yz,.0; — Az, m a; 
on trouvera 


n.h+kn=H.n.g +Z2.ng9 
n.g +k.m= L.x.gı + Zen gı; 
h.m+g.n=(H.m+L.n)y. + Mz+Y’2)g..r 








vi a 
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de sorte que dans l’equation obtenue le facteur variable g} devient commun 
a tous les termes, ce qui reduit cette equation & la forme suivante: 


(H.c+Zr,.2 + (Ir +Z% nr)” = (Hm+Ln+ (X. Z1+Y°Z3).r,); 
laquelle n’est plus que du second ordre. Il est vrai quil n'est pas permis 
de supprimer le facteur varıable g} pour le cas ou il prendrait la valeur con- 
stante 9, = 0; mais ce resultat annonce simplement que la surface peut de- 
generer en un plan qui coincide avec (20x), et cette circonstance a lieu lors- 
que la charniere fixe du plan principial existe, et qu’elle coincide avec laxe 
(0y). Quand le plan principal tourne autour dune charniere fixe quelconque, 
determinee par un point (p, 9&,n)=P, laxe principal devra se trouveı 
dans un plan normal a (OP), et lon aura 

cos @' cos (Pöx) + cos p‘ cos (Pöy) + cos ab“ cos (Piz) = 0: 


mais 
19 


cos (Piöy) = Fe ‚ cos (Pöz) = Ve..)’ 








a e 
cos (Pix) = Voir) ’ 


ce qui donne N + Mn + L'.r,=0, ou, par la substitution des valeurs 
de N‘, M‘, L‘, Vequation deja obtenue au $. 15: am +6 +m,=0 qui 
fournit les conditions , =0, ,=0, m, =0. Celles-ci ramenent & l!’equation 
de condition (Q) et en outre on obtient pour le plan dans lequel l’axe prin- 


cipal doit tourner alors: 


pı + (#):9: + un —(), 


ou pı te +d.r =, et les quantites e, d sont fournies par les conditions 
m, =Q$, n=0, m=0. Mais lequation generale de la surface de l’axe prin- 
cipal doit aussi ramener a ces consdquences particulieres. En effet, dans le 
cas actuel elle doit devenir lineaire par rapport aux variables p,, 91, rı; ıl faut 
donc qu’on alt: 

It + Zar, =, 

Hx + Ze, zH.mzL.nz (X’2+Y’2)n =V0. 


La premiere de ces equations exprime un plan: 


n+@). + 2,.n=0, 


et celui-ci devant coincider avec le plan p, +: +d.r, =, ıl faut quon 
[ 





ite=y:iyeld=r,, etcest ce quon a deja obtenu d’abord. 


.Xg 


La seconde equation exprime encore un plan: 
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NR H, Zy FH, LXz, 2.222. (X 4 Y?z22) 
= Ppı FW Zu FOX FLY, TFT HZ. =UXs FL,‘ 








Dans le cas particulier des conditions 2, «0, on obtient Q= HZ, A =LZ,; 


le coöllıcient de g, dans la derniere formule devient encore Yy:23, et celui de v, 


. (HZ 9° 2,)2ı °ı . f . ® 
devient a, 2 =: de sorte que'nos trois dquations sont en effet iden- 
(HZZz0° z)X NUg 
tiques entr’elles, et n’expriment que le plan normal & la charniere du plan 


principal. 


Deuxieme partie. 

Ss. 1. Il y a une autre maniere encore d’envisager la question du cen- 
re de forces qui merite aussi quelqu’attention. Cest de concevoir que les 
points d’application se deplacent eux-me@mes pendant que les forces tournent 
sans alterer leurs inclinaisons mutnelles nı leurs intensites. Pour fixer les 
idees, considerons le cas diun systeme quelconque de forces applıqudes a un 
corps rigide, pourvu d’un point fixe donne (0). En faisant tourner le corps 
autour dun axe.en ce point varsable ou invariable de direction, on entrainera 
les forces et leurs points dapplication exterieurs autour de ce meme axe; el 
le tout etant regarde comme un systeme rigide unique, il est manileste que 
les inclinaisons mutuelles des lignes d’action restent les m@mes, et que les 
coordonnees de chaque point d’application qui conserve la m@me position re- 
lative aux aulres points d’action, varient par rapport a des axes fıxes absolus 
et rectangles (0x, Oy, 02). Mais dans Ja nouvelle position du systeme qui de- 
rıve de sa position primitive par un mouvement de rotalion, ou par une gy- 
ration bien definie, ou par un deplacement arbitraire, non encore defini, on 
pourra toujours trouver un second systeme daxes rectangles (0x, 0y, 02) par 
rapport auxquels les forces et leurs points d’action deplaces se trouvent dis- 
poses, comme ils l’etaient dans le systeme primitif par rapport aux axes non- 
entraines ou fixes (0a, Oy, 02). Ainsi les moments des forces du syst&me varie 
autour des axes entraines (Ox,, Oy,, 02,) sont les m@mes que ceux des forces 
du systeme fondamental autour des axes (0x, Oy, 02): donc la somme des 
projections orthogonales des forces deplacdes sur Jun quelconque des axes 
nouveaux (Ow,, Oy,, 02,) est encore egale ä la somme analogue des projections 
primitives sur laxe fixe analogue (O., 0y, 02). Cela pose, denotons par @,, Yı, 2ı 


les coordonndes du point d’action varie de la force P, rapportd aux directrices 


fıxes (0x, Oy, 02), et posons pour abreger Feeriture des formules: 




















18. sSteichen, sur la theorie du centre des forces. 311 


cos (0,02) = a, cos (yıöax) = b, cos (20%) = c, 
cos (a,öy)= a’, cos (yıöy) = b', cos (z10y) = c‘, 
cos (2,02) = a”, cos (yı6z) = b", cos (2,02) = c“; 


on aura d’abord par les forımules connues: 

a, =ar +ay+atr, y=bar+by+btr, z=ca+ecy+ cz. 
Nommons (g‘) le systeme varie de forces, et (g) le systeme fondamental, 
X‘, Y‘, Z la somme des projections orthogonales des forces de (S) sur les 
axes (0x, Oy, 02), N‘, M‘, L‘ la somme de leurs moments autour des m&mes 
axes et dans le m@me ordre. En adımettant encore que les lettres semblables, 


mais non-accentudes, conviennent aux donndes du systeme (5), nous obtiendrons 


A=aX+[1Y+cZ Y=aX+lbVY+cZ Z=zaX Hl" Y + c"Z, 
N =aN +bM+cL, M=aN+UVUM+cL, L=a"N +l"M+ c“L. 


Ces resultats de transformation sont susceptibles de diverses consequences. Eta- 
blissons d’abord celles qui se presentent immediatement. 1] est aise de veri- 
fier que si lequation de condition LZZE+-NX + MY=O est satisfaite (et ıl 
faut quiciı elle le soit toujours, puisqu’on ne raisonne que dans Thypothese 
d’une resultante eflective), Ja nouvelie equation de condition 
LZ+-NX+-MTY=0 

est toujours remplie identiquement. Du reste, cette consdquence analytique 
est evidente par elle m@me et par le simple point de vue mecanique de la 
question. 

On peut verifier de m@me, ce qui n’est plus evident ä Tavance, savoir 
que le moment principal w = Y(L?+M*+-N?) du systeme ($‘) a conserve 
sa valeur maximum primitive «= Y(L’+M?’+ N?) du systeme (S). Toute- 
foıs la direction du plan principal et de Faxe principal en (0) ont change par 
rapport aux axes fıxes, puisque maintenant on doit avoir 

N’ ‚Mm! L 


WW — — OS (C .—— [u 6) ıyv—=—: 
cos > cos p > cos 7 


tandıs que pour Vaxe principal du systeme (9) on a Evidemment: 
N M L 
yaR‘.. ae IPA JE 
su), 0sg=7,, dl, 


6. 2. Recherchons la condition d’intersection des deux resultantes 
(RR) des systemes respectifs (S‘, S); les deux forces effectives doivent se 
trouver ‚dapres le $. 3. (premiere. partie), Tune (R‘) dans le plan principal (P 


de ($‘); l’autre (R) dans le plan principal_ de (S). Done, pour quwelles ne sc 


croisent pas: dans l'espace, il faut (qu’elles viennent couper la ligne dinter- 
41* 
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section des deux plans (P, P’) qui sont representes par les equations suivantes, 
oü Pr, 91, rı designent des coordonndes courantes: 
(P) pı cosw+ g cosp+r, cos Jb=(, 
(P‘) pı cos W + g,cosy'+rco(‘/=ß0; 
ei cette double rencontre devra se faire en un m&@me point de la ligne droite 
(P, P). Ainsi l’on aura ä calculer le point de rencontre de (R) avec (P, P‘), 
et celui de (R‘) avec (P, P‘). Or cest la precisement ce qui a ete deja fait 
dans la question generale de la premiere partie; et Yon y a obtenu lequation 
de condition: 
A. wu’ cosw HJ . u’ cosp+Z. wu‘ cosı’+A. ucos® +“ ucosp+Z'. u cosı)=(, 
que lon a presentee alors sous la forme de l’equation (F, $. 7.) et que lon 
peut maintenant mettre sous une forme plus concise qui resulte de legalıte 
actuelle des moments 4, «ı et qui n’a point lieu dans le premier cas general. 
Supprimant en effet le facteur commun «‘ = u dans tous les termes, et ob- 
seryant que A cos »@ + Y cos p -+ Z cos a!‘ exprime la projection de (R) 
sur laxe principal 04° de (S‘), tandis que A’ cos® + Y’cosp +Z’ cos 
exprime la projection de (R’) sur l’axe principal 0A de (g), on pourra ra- 
mener la condition trouvee & la simple egalite 
R cos (R, 0A) = — R' cos (RA), 
qui exprime que pour que lintersection ait lieu, la projection de la resultante 
fondamentale sur l’axe principal du systeme varıd doit @tre dgale et contraire 
a la projection de la resultante varice sur laxe principal primitif. Mais cette 
interpretation quil serait peut-Ätre difficle de realiser par une construction 
purement geometrique, navance en rien la solution analytique de la question; 
et nous continuerons ä employer la condition obtenue sous la forme m&me 
de legalite (F), savoir: 
(F) NX+M'Y+L.Z+NX +-MYV+-I1Z=V0 
Mais si la forme analytique est icı absolument la m@me que celle de lequa- 
tion (F) de la premiere partie, il n’en est pas moins vrai de dire que nos 
deux equations (F) sont tres differentes quant au fond; car maintenant les 
quantites /V‘, M‘, L‘ ont des valeurs toutes autres que celles du premier cas. 
Cette m&me remarque doit sappliquer aux valeurs suivantes des coordonnees 


du point d’intersection des deux resultantes: i 
LM'— ML! NL'—LN! MN'—M'!N 








PT NX+MY+LZ? MT NX+MY+LZ’ MTNX+MY+LZ 
Si les forces du systeme fondamental se faisaient !equilibre de rotation, ce qui 
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entrainerait lequilibre general autour du point fixe (0), on aurat V=W), 
M=0,L=V0, et partant p,,9,rı=0; ce qui est du reste evident icı, 
puisque cet Equilibre n’a lieu qu’a la condition que la resultante effective 
passe par le point fixe; mais ıl importe de reconnaitre sil n’existe pas ä cet 
egard quelque propriete generale, un centre de forces qui reponde, soit a un 
deplacement geometrique du systeme bien defini, soit a un ensemble de sy- 
stemes de forces (S, 5‘, S“, S“, ....), se deduisant tous d’un systeme unique 
(S), d’apres les conditions prescrites, sans &tre toutefois tous infiniment voisins 
et sans deriver d’un seul et m@me mouvement du systeme primitif. Or le cas 
le plus simple et qui s’offre au premier abord ä l'attention, est sans doute celuı 
otı pour former les syst&mes varies ($', S“, ....), on ferait tourner le syst&me 
autour dun axe en (0) invariable de direction; et ce cas, quoique tout special 
dans un sens, est encore fort general en cet autre sens, quil peut repondre 
a un systeme de forces arbitraire, et ä une figure quelconque de leurs points 
d’application, admettant neanmoins toujours une resultante effective. Ensuite, 
ıl merite d’autant plus un examen & part, quil repond au plus simple de tous 
les mouvements que le corps solide puisse prendre autour de son point fixe. 
$. 3. Quelle que soit la direction encore inconnue, unique ou mul- 
tıple, de laxe en (0) autour duquel il faut tourner le systeme ($) pour en 
deduire une suite indefinie de systemes varies qui admettent tous un meme 
centre commun avec (S), si toutefois la question est possible: rien n’empäche 
de prendre laxe 02 suivant cet axe de rotation inconnu, ou de se borner ä 
tourner le tout autour de laxe (02) consider d’abord comme direction arbi- 
traire, dont on se reserve de disposer ensuite convenablement; mais des lors 
laxe Oz, ne sera pas entraine dans le mouvement; et ıl ny aura que les axes 
(0x, 0y,) qui le soient, et qui tournent dans le plan fixe des (y, x); on 
aura donc, quelle que soit la position variee de ($): a" =0, b"=0, b’=a, 
a=—b,“=1l,c=0,c=0, partant !=aX+bY, Y=aY—bX, Z=Z: 
N=a.N+bM, M'=aM-—IN L=]1. 
Lequation (F) devient identique & l’@quation de condition d’une resultante 
une: NX+ MF-+-LZ=0; de sorte quon sera dispense d’en tenır un 
compte particulier; et les coordonndes p,,91,rı prennent les valeurs simplifiees: 


_..@-DL.M-b.L.N _..A-a)L.N-bLM _ 
Pı= (T-a)L.Z+MX-NY)’ Iı=A-aLZ+b(MX-NY)’ 
b(M?+N?) 











1 (1Za)ZL+b(MX—NY) 
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la condition de lintersection (A, A) se trouvant donc satisfaite et identique 
aLZ+NX+MY=0, ıl en resulte quelle est une consequence ndces- 
saire de I'hypothese m&me dans laquelle il faut raisonner; et il ne reste plus 
qua examiner de quelle maniere les quantitds p,, 91, rı pourront devenir in- 
dependantes des quantites a,b, ou de la position du systeme varie (g‘). Or 
a une simple inspection des formules precedentes, nous voyons que cette cir- 
constance heureuse a lieu pour ce cas particulier, au moins otı laxe de rota- 


tion serait situ dans le plan principal du systeme primitif (9); alors on aurait 


M?+N? n. 
en efft: LZ=0, et ı =, 1=0$9, n= MENT En vertu de la condition 


actuelle VA + MY=0, on peut aussi presenter cette valeur de r, tour-äa- 
tour sous la forme: 


M N 
Ze 4 et n=— yY' 
Remarquons aussi que pour navoir pas un cenire illusoire ou qui se trouve 
place a Tinfinı, ıl faut disposer les deux autres axes (0x,0y) de fagon que la 
resultante, toujours situee dans le plan principal, ne devienne pas normale & 
leur plan (yOa), ou, ce qui revient au mdme, on prendra laxe (Oz) suivant 
telle direction quon voudra du plan principal, avec l’attention speciale de ne 
jamais le rendre parallele a la direction de (AR); car pour celte position par- 
tieuliere on aurait a la fos A =0, Y=0, partani rn = 8; et ceest ce cas 
precisement quil suffut d’eviter. 

L’analyse precedente nous autorise done a. Enoncer ce theor&me general 
sur le centre (p1, 91, rı): 

Lorsque sans alterer, ni les inclinaisons mutuelles, ni les intensites, on 
fait tourner des forces donnees et leurs points d’application autour d’un axe 
quelconque du point fixe, nen-parallele a la direction de la resultante pri- 
mitive, mais situe dans le plan prineipal, la resultante du systeme tournera 
invariablement autour dun m&me point fixe (p,, gu rı); c'est le centre de 
resultantes ou le centre de forces. En outre comme on aZ=Z, ou 
cos = cos, il est manifeste que Ja resultante du systeme mobile deerit 
une surface eonique, concentrique a un axe fixe, parallele ä& laxe de rotation 
general (03) du systeme. Le plan principal tournera lui-m@me sur laxe de 
rotation (02), entrainant dans ce mouvement l’axe principal qui ne cesse pas 
pour cela de se trouver constamment dans le plan (y0a); les cosinus des 


angles de sa direction sont: 
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aN +bM a M—bN 


age — 


cos 0 — , csV=(. 


[D ’ 


4 


u 


La propridt@ generale qu'on vient d’etablir, ‚pourrait par fois paraitre 
evidentez; mais sil en ctait ainsi, elle devrait ätre vraie encore pour le cas d un 
axc de rotation, non plus situe dans le plan principal. Or il nen est rien; car 
quand Z est > ou 0, et dune valeur quelconque, on ne voit plus que les 
quantitds ?,, Z1, rı puissent devenir independantes de la position du systeme 
de forces mobile. 

Si le cas singulier a lieu otı l'axe de rotation serait pris parallele ä la 
direction de la resultante primitive, on aX=0, Y=(, et les formules ge- 
nerales donneront: 

0 0 
Pı = 9» hp: ,=«4, 
ce qui rend le centre illusoire ou impossible, en le placant dans le plan prin- 
cipal ä une distance infinie, ou en un point quelconque d’une circonference 
infinie, concentrique au point fixe donne (0); mais par la nature de la question 
ce point, quoiquä linfinı, ne doit pas cesser de se trouver sur la ligne d’action 
de la resultante; ainsi les quantitds p,, g, ne sont pas reellement quelconques, 


nı indeterminees. Les eqnalions de la resultante donnent en effet alors et 


en N M 
suflisent a elles seules pour donner les valeurs: =, rn =-y: 09 


peut done dire, pour conserver lanalogie, que quand on fait tourner un sy- 
steme quelconque de forces autour dun axe du point fixe, parallele a la re- 
sultante effective du systeme, celle-ci doit pivoter sur un point & linfini, ou 
bien tourner sur elle-m@me, ce qui de fait la rend completement immobile; 
alors donc la surface conique sevanouit; son sommet passe A Finfini, et elle 
se remplace par laxe m@me du cöne; mais ce point a linfini de la resultante, 
nest plus un centre de forces proprement dit. 

$. 4. Lieu geometrique des resultantes. Mais en faisant tourner le 
systeme de 'forces fondamental autour d’un axe queleonque, non plus situe 
dans le plan principal primitif, ‘on peut se proposer ‘de rechercher' la surface, 
lieu geometrique ‘des’ diverses positions consdeutives de la resultante mobile. 
Pour resoudre cette seconde question, nous pouvons encore une fois confondre 
laxe (Oz) avec cet axe de rotation cense donne au hasard, et choisır les denx 
autres lignes rectangles 0x, 0y dans le plan normal en (0). On aura donc 


an: 0, YA eh, !=e(I, ca, = —bb—=+r a, etc. 
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Les equations de la resultante, considerde dans une position generale, seront: 
(a.Y—b.X)pı -(aX+bY)1n=L Zy-—(aY—bX)n =aN +b.M. 


En y joignant la relation @ +5’ =], et eliminant a, 5, on obtient le lien 
demande. Si lon prend pour abreger: 
Y.pn—-Aiq=T ApntYgqa=U, N+-Y.n,=T‘, X.n —M=U‘, 
on obtient abreviativement pour les @quations de la resultante: 
a.T—b.U=L a.T'—b.U=Z.g; doü resulte 
_IW-214  ,„_ET-2.Tg 
u PA —- TU-TT 
et lequation ä la surface gauche sera la suivante: 
(S) (L.U—Z.Fg)” + (LT'—-2.T.9g” = (TU—-T' U); 


elles est manifestement du quatricme degre par rapport aux coordonnees cou- 








rantes 91, 9ı, Ti: 

Si l’on veut exprimer que la surface est developpable, il faut mettre 
la nouvelle condition que deux resultantes consecutives et infiniment voisines 
sur la surface se coupent; ce qui revient ä faire varier @ et 5 dans les equa- 
tions de lune d’elles, et ä laisser en meme temps les coordonnedes (Pı, 91, rı) 
constantes. De cette maniere on parvient a la nouvelle @quation de condition: 

) UT—-TUÜ=V0, 
laquelle entraine legalite a zero de chaque terme quarre du premier membre 
de (S); mais comme [une de ces dernieres Egalites est une consedquence iden- 
tique de lautre, en combinaison avec (I), il suflira de joindre ä celle-ci 
cette autre: 
mM) LU-ZU.,=0. 
Les developpements des egalites precedentes (I) et (II) sont: 

(c) M+YM)grn + (VX+-MY)pn — (MX—- NYa=0, 

(o“) Xp: + Y.g—L.Xn + ML=0. 

La courbe enveloppe des diverses positions de la resultante dans le cas d’une 
surface developpable, ou lar@te de rebroussement elle-m@me de cette surfaee 
est donc representee par les @quations simultanees (co, 0’) qui expriment des 
surfaces gauches du second degre. Les projections de cette ardte sur les trois 
plans coordonnes dont l’un est normal ä l’axe de rotation du systeme de forces 
mobile, tandis que les deux autres plans passent suivant cet axe m@me, sont 
donc egalement connues. 


Examinons en peu de mots ce que pourra nous fournir cette analyse 
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pour le cas particulier d L=0. Le facteur de p, de (co) deviendra nul a 
cause d N\\+MY=—IZ=0; ıl reste donc les expressions 

(o) (X+-Y)gr #(NY— MX) =V(, 

(0°) Apı rY.g=V. 
Celles-ci seront d’abord satisfaites par ’hypothese de y =; ainsi tous les 
points de la courbe tombent alors dans le plan (202) qui passe suivant Taxe 
de rotation; mais pour quils se reduisent ä un point unique, situe sur la 
resultante primitive Ypy — Ay =0, Zy—Yr, =N, on doit avoir aussi 
diapres la premiere equation p, =0; ce qui donne par la seconde: 

N M 


rı — Y nn + x . 
Nous voıla done ainsi retombe sur la solution deja obtenue plus haut 
par des considerations speciales, deduites aussi de la nature du sujet. Examinons 
sı les Equations particulieres (0, 0°) provenant de L=0, ne sauraient fournir 


d’autre solution. En y supprimant d’abord le facteur z,, on en tire celles-ci: 


MX—-NY _ > 
n=pp5 Aprtriqam v. 





v 


Or en combinant la dernicre avec la premiere Yp, — Ag, = 0, on en deduit 
ce resultat: (A?+-Y?”)p, =, ce qui laissera par consequent p, et g, indeter- 
minees, ou ce qui reproduira 7, =0, ==, et la dernicre valeur de r,; 
mais Ja seconde equation de la resultante, sayoir Zy —Y.r, = N, donne aussi 
pour r,, a cause de Yı =, la premiere valeur de r, deja obtenue plus haut: 
on est donc porle ainsi a croire a une double solution pour le casdeL =; 
mais ıl nen est rien, vu que les deux valeurs de r, ainsi obtenues, etant egalees 
entrelles, ramenent a lequation censee satisfate NN+ MY=Q0; et elles 
ne different par consequent que par la forme apparente. 1| faudrait mainte- 
nant savoir encore si le centre n'est plus possible pour aucun cas different de 
celui qu'on a reconnu, dapres l’analyse precedente ıl ne parait pas quil y ait 
d’autres solutions; du moins nous n’avons rien trouve ä cet egard. 
Iiemarque. La surface du second degre (co) est un hyperboloide & 
une nappe qui a un systeme de generatrices rectilignes paralleles au plan des 
(zx), et un autre parallele au plan (ya), normal & laxe de rotation et dont les 
sections faites par des plans paralleles a celui (y0z) sont des hyperboles. La 
surface du second degre (0) est un paraboloide hyperbolique qui a un sy- 
steme de generatrices rectilignes, paralleles au plan des (20x), et dont les 


sections planes paralleles au plan (x0y) sont des hyperboles, tandis que les 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd, XXXVIII. Heft 4, 42 
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sections paralleles a (y0z) sont des paraboles. Il est manifeste aussi que le 
lieu des resultantes est la surface developpable formee par les tangentes con- 
secutives a la courbe (0,0); car il faut prendre en consideration que ces 
tangentes ne doivent pas se trouver placdes sur les deux surfaces gauches (0) 
et (o‘) m@mes; enfin ajoutons a cela que l'equation (s) du cas general se re- 
duit ä la forme suivante, ctant developpee: 

(S) (L.X.n —LM—Z.X.p ı—Z.F.g) +(LI+LF.r,-ZF/p, ı+Z.X.g) 

= [LZ.p, + (MX—- NP) — (A’+-YMM)gır). 

Quand on fait tourner le syst&me de forces primitif autour de son axe 
prineipal initial, on aM=0, N=(0, partant Z=0; et legalit€ precedente 
deviendra: 

(„PR — DL) =0, 
et celle-ci est satisfaite le plus generalement par la supposition de rn =; 


ainsı dans ce cas la resultante mobile ne sortira pas du plan (y0x%) ou prin- 
L 


cipal, olı elle aura pour enveloppe une circonference de cercle de rayon R’ 


et concentrique au point fixe donne. Quand on produit la rotation autour 
dun axe parallele ä la resultante, "’equation (g) est satisfaite identiquement, et 
le lieu des resultantes n’existe plus sous forme de surface; car des lors on a 
Y=0, X=0, L=0®; ıl faut donc que la resultante reste fixe de position, 
ou quelle tourne sur elle-m&me. 

Il n’existe plus de centre pour un systeme quelconque de forces situees 
dans un meme plan, et que lon ferait tourner avec les points d’application 
autour dun axe normal au plan; alors on obtient: 

L I—a L V(l—a) L 
m=—-xX: p== 7.277 Yıa'Z: 
Mais le centre se reproduit dans le cas oü l’on ferait tourner le systeme 
comme un seul tout rigide autour d’un axe quelconque du plan möme; ce 
dernier theoreme est-äA-peu pres evident sans calcul, et se trouve dailleurs 
compris comme cas special dans le cas examine plus haut. 

$. 5. Ce qui precede montre comment et d’apres queelles conditions 
fort simples le centre de forces existe dans le cas dun mouvement de rota- 
tion imprimd au systeme autour d’un axe fixe. Il sagit maintenant de recon- 
naitre si ce point ne peut pas exister encore dans de certains cas generaux 


ou les systemes de forces varıies ne derivent plus du systeme fondamental 


d’apres une loi de mouvement plus ou moins simple, mais d’apres des condi- 
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tions soit geometriques soit analytiques qui restent arbitraires entre de cer- 
taines limites. Mais comme il importe d’apporter les plus grandes simplhfications 
possibles a nos formules, prenons l’axe des abscisses 0x suivant l’axe du mo- 
ment principal primitif; et nous aurons, quelle que soit la direction encore 
arbitraire des deux autres axes rectangles dans le plan en (0) normal ä 0x: 
L=0, M=V(, partant X =. 
Les formules generales de transformation deviennent de leur cötc: 
N =a.N M'=aN, L=a"N; 
X=bY+cX, Y=bY+cZ Z=Ö"Y+c"Z, 

et la formule (F) qui exprime la condition dintersection, prend la forme: 

(F’) aY+a'Z+bY+rcZ=VU, 
et pour les coordonnees dimtersection de la resultante qui repond a la position 
(a, a‘, a“, b, c, etc.) avec la resultante ıinitiale, on obtient: 
| a',N a'N 
Gy Ua TUT 
Mais il ne suffit pas, pour avoir un centre proprement dit, ou un point din- 
tersection d’une haute multiplicite, d’avoir Ja condition (F’); il faut encore 
que les quantites g,, r, deviennent independantes des quantites a‘, a“, b, c, etc. 
ou de la direction des axes entraines (0x,, Oy,, 02,). Pour cela il faut ma- 


nıfestement que les deux cosinus varıables a“, a’ conservent entreux un rap- 


pı=V%, 


port constant que nous pouvons nous donner dune maniere arbitraire, mais 
qu'il faut maintenir ensuite pour toutes les valeurs possibles des 9 co@fficients 


variables: si donc m designe un nombre arbitraire, mais donne, on devra prendre: 


(G‘) 6 x #5 
d’on resulte 
z.N N 
pı=%U, yı= yınz’ nm Yinz' 


Or pour determiner les trois inconnues distincetes auxquelles se reduisent les 
9 coefficients, ceest-a-dire pour obtenir la direction des axes entraines ou la 
position du systeme varıe de forces, nous navons ainsi par les conditions du 
probleme que deux @quations de condition, savoir (F’) et (G‘); et [une de 
nos inconnues reste par consequent entierement arbitraire. Pour exprimer la 
chose autrement, disons que pour determiner 9 inconnues (a, b, c,.... ec”) on 
na que 8 equations de condition, savoir les 6 @quations connues qui resultent 
de la transformation des coordonnees, et: les deux egalites (F‘, G‘); donc lune 
quelconque des 9 inconnues, @ par exemple, reste arbitraire entre les limites 


0 et #1; ainsi, etant. donne un systeme quelconque de forces ä resultante 


42% 
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effective, on peut trouver d’une infinıte de manieres differentes un systeme 
de forces varie, de m@me inclinaisons mutuelles et de m@mes intensites, dont 
les resultantes coupent la resultante fondamentale en un seul et m&me point; 
mais ces differents syst&mes que [on ne peut plus soumettre ä une m@me de- 
finition geometrique, a une m&me loi de mouvement plus ou moins simple, 
peuvent avoir entreux des differences de position finies ou infiniment petites, 
selon quon fait varıer Ja quantite arbitraire et independante @ par degres 
linis ou infiniment petits. Als offrent Tinconvenient de ne se differencier 
d’autres systemes absolument arbitraires que par les equations de condition 
purement analytiques (F‘, G‘) dont la premiere exprime la condition dinter- 
section dune seule resultante mobile avec la resultante initiale, et dont la se- 
conde exprime la proportionnalite de a“ et de a’; a“ est ainsi le cosinus de 
Ihypothenuse d’un triangle spherique rectangle dont lun des cötes relatif A m 
est constant, tandıs que lautre cöte est larc varıable de cosinus a’; mais cela 
encore nest vrai que pour le cas ol le parametre r est moindre que lunite. 
Le proc&de de calculer cette multiplicit€ de systemes varies de forces est 
dailleurs manifeste, Soient 
a a 5 

des valeurs arbitraires et en nombre quelconque pour la quantit€ a. L’equa- 
tion ?+a”"+a""—=a?+a”(1+m)=1 donnera pour a‘ la suite cor- 


respondante : 


4 


ui, 
d’oli lon tirera par le moyen de lequation (G‘) pour a“ cette troisieme suite 


de valeurs: 


44 


A A Me Me he 
les valeurs correspondantes de d, c se calculeront par les Equations 
a(Y+r.Z)+b.Y+cZ=0, + + ll, 
dans lesquelles on substituera tour-a-tour au lieu de a‘ et de a les valeurs 
contemporaines (a, @,) (@,, Q,) (a5, Q3) .... (a,, a,), ce qui donnera pour 5b 
et c les deux suites: 
bb, Bud Jh, Waraya, al. 

Enfin on calculera 5’ et c‘ par les conditions 

0— ab + ab’ + al" = ab + ab‘ + a". Y1—6’—b'?), 

= ac+ ac + ac =ac+ ac + a" VI——c), 


ce qui donnera les deux autres suites de valeurs: 


‘ 


‘ ‘ 4 4 ‘ 4 ‘ ‘ d ‘4 4‘ 
bi, br, b3, bi, b;, .... Bi; Cı, E25 O3, Ey, Os Hr ++ En, 
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et des relations bc" = — (be + bc‘), 6"? c""—=1— a“? on tirera enfin 
pour 5“, c“ les deux suites: 
dd ‘dd dd dd 4 {7} dd [Zi [Z 4 dd 4 
bi; by, by, bi; b;, .... by, €, C9, Ca, Ca, Ey5 ser. ln: 


De cette maniere on aura n systemes de forces (S, $,, 85, S,,.... 8,) dont les 
n resultantes concourent en un m&me point (Pp,=0, q,, rı); cest le centre 
des systemes. Supposons maintenant que l’on recommence ces calenls avec 
une autre valeur de m, et m. On formera une seconde suite de n systömes 
qui admettent encore un centre de forces, differemment place que le premier; 
avec une troisieme valeur m, de vr on formera une troisieme suite qui aura 
encore un centre partieulier etc. Tous ces autres se trouvent sur la resultante pri- 
mitive; ce qui est @vident, et ce qui resulte aussi de l’elimination de m entre 
les valeurs de p, et qı. 

On peut encore distinguer le cas de la suite speciale de syst@mes 
qui repond au parametre r=1; alors laxe entraine 0x, doit faire dans 


chacune de ses positions des angles egaux avec les deux axes fixes 
N 


(0y,02) du plan principal; on aura ia = Y,zz tv» ce qui place le 
centre a l’extremite dun quarre construit sur (+ y0, — 20). Sı dans le plan 
principal on avait pris l'axe 0y parallele a la resultante, on aurait eu Z=(), et 


sc.N N 
p=09, >= — ‚n=-yea+ b=0, au lieu de (F’). 


$. 5. Lequation d’un plan principal quelconque qui repond ä la re- 

sultante mobile, est de la forme 
Np, + Mg + L'r,, 
ou, par la substitution des valeurs de N‘, M', L' en N, M', L, a et b: 
(Np, + Mg )a+ (My —-Ng)b+Ln=0; 
et de lä il sera facile de conclure que lenveloppe de ce plan mobile, conser- 
vant le point fixe (0), est une surface ayant ce point pour sommet: 
(N+-M) (+) - Un= 

Pour le cas particulier ddL=0, on aua , =0, 9, =0; de sorte qualors 
le plan principal tourne autour de laxe de rotation (02) lui-meme; et cest 
ce que l'on sait deja et ce qui est Evident. 

Si on voulait avoir le lieu ou la surface sur laquelle se balance l’axe 


du moment principal, on emploiroit les equations 


M'p, — Nq= 0, L’gı — Mn =VU, 


ou bien celles-cı 


(aM—bN)pı —(aN+bM)=®, L.g — (aM—bN)n =; 
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on en tirerait a et d, pour les substituer dans la relation perpetuelle + =1, 
et lon en tirerait le resultat suivant: 

(pH) (M+ NR 0, 
qui est la surface conique reciproque de celle qui enveloppe les plans prin- 


cipaux; et ces proprietes sont vraies pour un systeme quelconque de forces, 
lors m@me qu'il n’admettrait pas de resultante. 


Troisieme partie. Nowveaux developpements sur les moments 
et D’axe prıincıpal. 

$. 1. Nous allons presenter maintenant quelques considerations, tant 
connues quinconnues encore, et qui ne sont pas sans analogie avec ce qui a 
ete deja expose au commencement de la premiere partie. 

Nommons (a, b, c) les coordonnees d’un centre de moments quelconque 
(0'), different de lorigine des coordonnees; concevons en ce point 0 trois 
axes (0‘w‘, 0'y‘, 02‘), paralleles aux axes (0x, Oy, 02) de l’origine primitive, et 
soient N‘, M“, L‘ les moments d’un systeme quelconque de forces, autour de 
ces axes respectifs; on trouvera facilement: 

L“=L-—-aY-+{iIXM N=N—bZ+c.Y, M=M-—cX+a. 


Soit /‘ le moment principal ou maxımum des forces relatif au nouveau centre 
(0%); on aura donc 


Y*®—=(L—-aY+bX)” + (N —bZ-+c/Y)” + (M—ecX-+aZ). 
Diapres cette formule il sera aise de determiner le centre (0°) ou le lieu de 
ce centre pour lequel le moment principal ou maximum soit Jui-meme un 
minimum en comparaison du moment principal relatif & tout autre centre de 
moments; mais cette recherche, etant deja connue dans ses resultats (Porsson 


t. 1. p. 547—549), ıl suffira de Jindiquer sommairement. On trouvera entre 
a, b, c les trois troıs equations de condition: 


a(Y?’+Z°%) —bAY —c.,XAÄZ=LY — MZ, 

b(A’+Z) —aY. X —cY.Z=NZ — IA, 

c(X’+Y?’)— aZX —b.Y.Z=MX—-NM. 
Or en eliminant de celles-cı, deux des inconnues, la troisieme disparait d’elle- 
meme, et ıl en resulte a chaque fois une &quation identique entre constantes. 
Cela prouve que une quelconque de ces trois equations est identique aux 


deux autres; de sorte que le centre cherche se trouve en un point quelconque 


de la ligne dintersection des deux plans representes par les deux premieres 
de ces equations. En eliminant d’entrelles et tour-A-tour chacune des trois 
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variables, on obtient pour les equations des projections de cette ligne dinter- 
section les formules suivantes deja donndes par Porsson dans son livre profond 


de mecanique, et adoptees avec des notations differentes par Mr. Schweins: 


(0‘'R‘) b.X-a.Y= — be; Y—-b.2=2—N, a2-cX="2 —M 
Elles demontrent que le lien Jineaire des centres de moments, pour chacun 
desquels le moment principal est un minimum relatif, est une ligne droite 
parallele a la resultante de transport des forces donnees. On obtient pour la 
valeur de ce moment principal minimum, ou pour ce minimum mazimorum, 
F'=K:R;, la quantit@e K denotant pour abreger la combinaison connue 
NX+MY-+LZ,; ainsi cette valeur est constante d’un point ä un autre de 
laxe (O’R‘); comme cela doit ätre d’apres la nature de l'extröme grandeur. En 
outre laxe principal relatif a chaque point de la ligne (V'R’), coincide avec 
cette ligne mäme, et ıl est par consequent aussi constamment parallele a la 
resultante de transport Ai. 

Sil fallait trouver le centre du moment principal maximum ou mini- 
mum parmi tous les points (0°) distribues sur une möme surface /(a,b,c)=V, 
ıl faudrait dans la differentiation de la fonction F* tenir compte de la de- 
pendance ainsı etablie entre a,d,c, et lon obtiendrait a la fois le centre du 
moment mazxımum et minimum en comparaison des moments principaux re- 
latifs ä tous les autres points de la surface proposee f(a, b,c) =. 

On procederait d’une maniere semblable pour le cas ou le centre (0‘) 
serait assujetti ä une courbe donnee. On pourrait de m&me rechercher celui 
(0°) des differents points d'une droite donnee, pour lequel le moment principal 
füt encore un minimum en comparaison des moments principaux relatifs ä 
tous les autres points de la droite donnee. 

Les valeurs L‘, N‘, M* donnees cı-dessus montrent aussı que le moment 
principal conserve une valeur fixe et invariable pour tous les points de l’espace 
dans le cas otı les forces donnees ont une resultante de transport nulle. L’axe 
principal reste donc alors aussi parallele a Jui- m&me. 

Soit (0A) Taxe principal en (0), et tirons (OR) parallele ä la resultante 


de transport. Le moment total des forces autour de la ligne (OA) sera evi- 


demment: 


V(L?+N?+M?).cos (0A,0R)=(NX+MY+IZ): R=K:h, 


N X 
en vertu de la valeur de cos WA,0R) = 5 Rt etc 
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Or cette valeur exprime precisement celle du moment qui est le minimum 
maximorum, et lequel a lieu autour de la ligne (0‘‘). 

Concevons par lorigine un axe faisant avec les directrios coordonndes 
les angles (p,g,r); et par un point quelconque de lespace "= (a,b, c) 
soit mende une droite parallele a (p, g, r). Soit M‘ le moment des forces 
autour de cette droite, et M celui autour de la lige (p, g, r); on aura en (0%): 

WM —=L’cosr+N’cosp-+ M' cos g, 

et en substituant les valeurs de L‘, N‘, M’ et tenant compte de l’equation qui 
donne M, on obtient: 
MEM + alZcosg—F}.cosr) + b(Acosr—Zcosp) + c(Y cosp— A cosg). 
Or en faisant coincider la hone (p, 9, r) d’abord avec la droite (OR), on voit 
sancantir les termes en a,b, c; done, tant ueM > ou <0d,MW=NM sera 
dans le m@me cas. Il est done impossible de trouver dans leespace aucun axe 
parallele a la resultante de transport et autour duquel la somme des moments 
des forces puisse @lre egale a zero. De plus, cette somme restera au contraire 
constante et egale au moindre moment principal, a cause que M devient main- 
tenanl 
Lcos R+Ncosp+Mecosg=LcosC+et.=(LZ+NXÄ+MY):R=K:hR. 
Cette circonstance explique pourquoi le moindre moment principal est possible 
autour de l’axe (0A), parallele a la resultante de transport. Si lon fait coin- 
cider ensuite la ligne (p, g, r) avec laxe principal lJui-meme en (0), la quan- 
tite M devient egale au moment principal en (0), et la somme M‘ des moments 


des forces autour de tout axe parallele et passant par un point (a,b,c), deviendra: 
join ze Dune mn ni ee. nr A ee 
Soient p‘, g‘, r‘ les angles de laxe principal en (a, 6, c); pour que ce nouvel 
axe (p,g‘,r‘) soit parallele a laxe principal primitif, ıl faut avoir les conditions: 
L:W =LN, N: M=NM, M:M = M:NM. 
De la ıl est facıle de conclure que le point (a,Ö,c) devrait @tre dans trois 
plans & la fois, passant par lorigine des coordonnees; de sorte que l’on ne 
saurait trouver aucun point, different de l'origine pour lequel laxe principal 
reste parallele ä lui-m&me et a laxe principal primitif. 
$. 2. Examen du cas de deux forces equwalentes a un systeme 
quelconque de forces donnees. Gontinuons & considerer un systeme de forces 


general, nadmettant de resultante effective et unique. Soient fi, A, les deux 


forces capables du meme effet; (a1, Yı, 1) (@&,,, Y», 2) les coordonndes de leurs 
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points d’application, ou plutöt les coordonnees courantes d'un point quelconque 
de leurs Jignes d’action; (A), Y,, Zı) (A, Y,,,Z,) les projections orthogonales 
de Zi, BR, sur les axes rectangles. 11 faudra donc avoir les equations de 
condition: 

X,+X,=AX, Y,+Y=),, Z+Z=Z 

(K u — Any) + (7 a, —Äıyı) =L, 

(Zu Yn— Y,, 2,,) + (Ayı-H 2) =N, 

(X,2,— Z,x,) + (Ay —Z,:2,)= M. 


Ces equations en moindre nombre que celuı-mö@me des veritables inconnues di- 


(A) 


stinctes, suffisent pour prouver que l’on peut remplacer d’une infinit€ de ma- 
nieres differentes un systeme quelconque de forces par deux forces seulement; 
cependant il faudra que ces deux forces satisfassent constamment ä de cer- 
taines conditions fixes et invariables quil importe de rechercher; et tel est 
aussi l'objet de larticle de Monsieur Schweins de Heidelberg, inser€ dans le 
troisieme cahier du tome 32 du present journal. 
Si on pose, pour abreger, un instant: 

L-Yaı-Ay)=L, N—- (Zy-Yı2)=N, M—et.= etc, 
L—-(I,a,-A,y)=L,. N— (Z,y„-F,..) =N„, M- et. = etc, 


on deduira des trois dernieres Equations (A), et a limitation de ce qui se 





pratique deja pour le cas d’une resultante, les deux Egalites suivantes: 
LZ'—- NA,+MY,=0, LZ+N,X+M,Y =d®. 
Celles-ci qui sont la premiere Iincaire par rapport aux quantites (x, Yı, 2) 
et Ja seconde par rapport & celles (,,, Y,, 2,), expriment par consequent deux 
surfaces planes dans lesquelles se trouvent les lignes daction des deux forces 
R,, R,. On peut aisement les mettre sous la forme suivante (A’. R” mar- 
quant un produit de deux lignes arbitraires, dont on determinera la valeur 


plus Join): 




















Zu Yı=ZıY,, X,Z—X1Z, Y„X—YıX,, LZ,+NX,+MY, 
(1) a RAN . X + R.R" T -Yı + RR" "2, = RIRl =. 

Z,Yı=ZıY,, XZı—Xı Z,, Y„X,—Yı.X,, a LZ,+MY,+NX, 
(11) ” R'R" X,, -+ RR! -Yn + R'R" u u u ’ 


et lon voit par la que les deux plans (I, II) sont paralleles. 

Soient (A, 1, v) les angles avec les axes coordonnes de la perpendiculaire 
indefinie tirce de lorigine sur ces plans; cette droite croisera donc chaque 
ligne d’action R,, R,, sous un angle droit, et la portion de cette droite com- 


prise entre les deux plans paralleles sera egale et parallele a la plus courte 
Crelle’s Journal f, d. M. Bd. XXXVIIL Heft 4. 43 
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distance A entre les deux lignes d’action. Mais d’apres les dquations (TI. et 11.) 


les distances de l'origine aux plans quelles expriment respectivement, sont: 
LZ,,+ NX,,+MY,, LZ,+NX,+MY, 


RR" ” a > 
et celles- ci donnent immediatement pour A qui doit equivaloır ä leur difference: 
IZ+NX+MY_ K En 
— RROI{RR el Bei... 

Or toutes les foıs que les deux forces se coupent, les plans (1., 11.) doivent 
se confondre en un seul, et ıl faut ayor A=(, partant Ä= 0; mais quand 
les deux plans se confondent, sans que les forces se coupent, celles-ci sont 
necessairement paralleles, et lequation A=0 est satisfaite sans qu’on puisse 
assurer que la resultante des deux forces equivalentes ou du systeme de forces 
donnees ait lieu; car pour @tre en droit d’aflırmer cela, il faudrait avoir prouve 
au prealable, ce qui nest generalement pas, que deux forces paralleles ont 
oujours une resultante. 11 est donc ainsi prouve suffisamment que lexistence 
d’une resultante entraine la condition A=0, mais que cette dquation de 
condition nentraine pas necessairement la condition d’existence d’une resul- 
tante. Mais des qu’on veut une fois admettre, conformement ä la loi de conti- 
nuite et ä l’esprit de analyse, que deux forces parallcles, @gales et contraires, 
ont une resultante infiniment petite, pourvue d’un bras de levier infini, la 
conclusion reciproque est permise, parcequ’alors deux forces paralleles ont 
toujours une resultante. D’ailleurs nous ne donnons pas cette rernarque comme 
nouvelle, mais comme une consequence naturelle et frappante de l’equation: 
A.R,.ft,,= K; car Porsson a deja presente la m&me remarque, en prenant 
toutefois un point de depart different. 

En faisant observer maintenant que lequation du plan (I.) qui a une 


direction (A, «, ») pour normale, peut par suite @tre mise sous la forme 
cos h.x, + cos u Yırtcovz= (LZ,+ NX,+ MY, : KR. R“, 

on obtient immediatement pour (A, 4, v) les formules: 

cosk = (Z,Y,—ZY,):RX.R" = (ZY—ZY: HR. Kk“, 

cos = (X,Z, —Z,A,):R.R" = (XZ,— ZA,): KR“, 

cosv = (Y,A, —,A,): RK. R"=(Y.X,—-AY): Reh"; 
de la on conelut la valeur de #, R“ par l’equation 

R?R"?= (ZY—-ZYY” + AZ NZ’ + (Y.N—AY); 


on a ensuite pour langle compris en Ä et R: 


cos (A,R) = cos \.cos A+ cos u.cos B-+ cos v.cos (. 
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Substituant les valeurs precedentes de A, «,», on en deduit: 
cos (A, AR)=0, et (A,R) = W"; 


ainsi Ja direction de la plus courte distance enire les lignes d’action Ai, A“ 
doit croiser a angle droit la resultante de transport des forces donnees. 1 
faut donc aussi toujours disposer les lignes des forces A,, R,, de maniere que 
cette condition soit constamment observee. 

Considerons maintenant la plus courte distance dans sa vraie position, et 
soient («a‘,b‘,c‘) les coordonnees de son point de rencontre avec Fi; (a“,b“,c“) 
celles de sa rencontre avec AR,; on obliendra: 


a — a=Acosth, b"—b—=Ncow c"—c—=Acosv, 


de sorte que quand on connait ou quon donne les trois quantites a‘, b‘, c‘, 
et celle R, ou R,, on pourra calculer celles (a“, 5“, c“). 

$. 3. Cela pose, menons suivant la droite A sur laquelle se mesure la 
plus courte distance A, prise dans sa vraie position, un plan parallele ä la re- 
sultante de transport ou a laxe (0A) du moindre moment principal; et sui- 
vant (0‘A‘) menons un plan (P’) parallele a la ligne de A: en denotant par 
(X, u‘, v*) les angles de la normale A’ ä ces deux plans, avec les directrices 
coordonnees, nous aurons pour les equations de ces plans nouveaux: 

(P) a’ cos A’ + b' cos + ec cosv' = D', 
(P)  acosA +becos wW+eccov =D“; 

car (P) doit passer par le point special (a‘, 6‘, c‘), pied de A avec Ai; D‘, D“ 
designent les distances de l’origine aux deux plans parallele. Dans (P”) 
(a,b,c) n’espriment pas seulement les coordonndes courantes; on peut admettre 
aussi que ce sont les coordonndes, du pied de la normale commune A’ aux deux 
plans, elevce en un point designe ou arbitraire de la ligne (OR). 11 est 
dailleurs Evident que A‘, la plus courte distance entre les deux lignes (0A) 
et A, doit &tre egale a lexces D’— D“; elle serait donc connue si on con- 
naissait encore (X, «u, »'); car sauf ce que (a, b,c) renferment d’arbitraire, 
ils peuvent £tre calcules; mais A‘ etant ä la fois normal 1 A et & U’R', ces 
trois lignes rentrent (quant ä leurs directions) dans le cas de trois axes rectan- 
gulaires, et Jon aura en consequence: 


. Z Y X „zZ 
cos cos u.g —cosv.g, cswW=cosv.g —cosh.p; 


. N Y x 
cosv =c0osh.R — cos U.7- 


43 * 
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Ces valeurs substituees dans (P, P‘) donnent: 
R.D' = cos k(e Y—bX) + cos u(a Z—cX) + cosv(’ X— u), 
R.D" = cos MeV —b.Z) + cos u(aZ—cX) + cosv(b)X—aY). 


En substituant dans cette derniere formule les valeurs des combinaisons eY— DZ, 


\ 


aZ— cX, bX—aY, fournies par les equations (0‘R‘), et observant toujours 
la condition de la normalit€e de A avec (0'AR‘), on obtient la valeur tres simple: 


R.D"=— (Ncos%+M cos u+Locosv), 
dou A(D’—D“) ou 
R.M=(N+cY—b’Z)cosA+(M+a'Z—c'X)cosu+(L+b'X— a'Y))cosv. 
Or ıl est manifeste par les valeurs de L‘, NM‘, M' exposdes au $. 1. que le 
second membre de la derniere equation exprime le moment total des for- 
ces proposdes autour dun axe, passant par (a, b‘, c‘) et faisant avec les 
axes coordonnes les angles (A, «u, v), cest-äA-dire autour de laxe mÄ@me de la 
vraie plus courte distance A; mais la somme des moments des deux forces 
R,, R, autour de cet axe est identiquement nulle, puisque chaque ligne 
d’action coupe A. Donc il en est necessairement de m&me du moment total 
des forces proposees autour de A, et ıl faut qu’on ait par consequent: 
V"=ß$, 
ce qui prouve, conformement au theoreme de Mr. Schweins, que la plus courte 
distance entre les lignes d’action de deux forces @quivalentes a un systeme de 
forces donnees coupe ä angle droit laxe du moindre moment principal. 
Verifions aussi ce resultat par le calcul. En remplacant les quantites 

(2. Ynı 2») (u Yı: z,) par (a“, b“, c“), (a’, b‘, c‘), ce qui est toujours permis, 
dans le cas d’un assemblage rigide, et substituant ä X,, Y,,, Z,, leurs valeurs 
en (X, X,,.... etc.) dans les @quations (A) du $. 2., on obtient: 

N +cY—bZ =A.co u(Z—Z) — A.cosv (Y— I), 

M+aZ— cX = A.cos v.(X— X) — A.cosA (Z—Z,), 

L+UX— aY=A.cosA(Y—TY) — A.cos u.(X— X). 
Multipliant la premiere formule par cos A, la seconde par cos u, la troisieme 
par cos v, on obtient pour la somme des trois premiers membres de ces egalites 
une valeur identiguement nulle, conformement a ce qui doit arriver d’apres la 
nature mecanique de la question. Mais remarquons quil ne serait pas. meme 


dıffieile de retrouver sans calcul cette propriete de la plus courte distance de 


couper l’axe (0‘R’) sous un angle droit. 
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En effet, tout plan perpendiculaire en un point quelconque (0) a laxe 
(0‘R’) est le plan principal en ce point; de sorte que le moment des forces 
autour d’un axe quelconque coupant la ligne (0‘R’) sous un angle droit, est 
nul; mais il ne saurait ötre nul autour d’un axe different, croisant seulement 
laxe (0‘7‘) a angle droit. De plus, le moment des forces autour de la lıgne 
A doit &tre manifestement nul: laxe de la ligne A doit donc croiser et couper 
a la fois ä angle droit la ligne (0’R%), c. q. f. d. Examinons en dernier lieu 
le moyen de calculer les coordonnees du point d’intersection de la ligne de A 
avec laxe (VAR). A cet effet il faut substituer dans (P‘, la valeur de D“ dejä 
donnee plus haut, et les valeurs de d, ce en fonction a donnees par les equa- 
tions (0A). En posant dans celles-ci pour abreger: 

m—L=ß m —-M=y, Lcos++Mcos u+Ncor=N%, 


on obtient pour determiner a, et parsuite d, c, la condition: 

a(X.Fcos#’+Y.Rcosw+Z.Rcosv) HR. X +P, Fcos w'— yı Reosv' =). 
Or en vertu des valeurs de cos 4, cos 4, cos »° deja etablies, le co@lhicient 
de a est nul, de sorte que cette dquation laisse indetermindes non seulement 


les valeurs mais l’expression analytique m&me des quantites a,b, c, et quil 
faut avoir en outre l’@quation de condition 

RN.A+ PAfıcoswW"—y.Recs’—=U(, 
et il est facile de verifier que celle-ci est encore une fois identique, en ad- 
mettant que 0‘ et A sont a angle droit. 

Ce qui vient d’etre dit nous met ä m@me de construire pour ainsı 
dire geometriquement chaque couple de forces, equivalentes a un systeme 
quelconque de forces donnees. En effet, donnons a volonte Fintensite et la 
direction de [une A, de ces deux forces, mais avec la restriction de A, > ou 
<R,ou dk,=R, mais dune autre direction que fi; on connaitra donc 
aussi A), Y,, Z,, et parsuite ä l’aide des egalites (A) Tintensite et la direction 
de Ri. Cela pose: comme le point dintersection de A avec (0‘Ji‘) est reste ar- 
bitraire, et quil est m@me indetermine quant a son expression analytique, ti- 
rons par un point quelconque de (0'4‘) une normale a laxe (0’/i‘) et faısons 
la tourner autour de Iuı jusquä ce quelle fasse avec les trois axes coordon- 


nes les angles 2, u, » fournis par les equations 


cos=(ZY—ZY): RR", cosu=..., cosv=.... etc. 


A un point quelconque (a‘, 6‘, c‘), pris sur cette normale indefinie, appliquons 
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la force A, suivant une direction parallele a celle qui est donnde; calculons 
ensuite A par lequation 

A=K:RR' = — _ LZ+NX4+MY 1 DER \ 
-_— Fr — VAZY,—ZY)’+0XZ, — ‚Z’+YX,—YıX)’) 
a la seconde extrömite (a“, 6“, c“) de A ainsi calcule, appliquons la force Fi, 
deja connue dintensite et de direction, et nous aurons ainsi un premier cou- 
ple de forces equivalentes. On peut construire ainsı tous les couples en nom- 
bre infini, capables chacun de remplacer l’ensemble des forces proposees, 
En se donnant ainsi A, en intensit@ et en direction, on voit que la distance 
A resulte de ces donn«es. Les elements qui restent encore arbitraires sont le 
point de depart ou dintersection de A avec 0‘A‘, et la position du point 
dapplication de [une des deux forces sur la ligne de A; mais la condition 
perpetuelle qu’il faut observer chaque fois, est celle qui exige que A parte 
d’un point quelconque m@me de laxe (‘Fr’) et sous un angle droit. 


Bruxelles ce 5 Octobre 1846. 
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19. 


Anwendung der bestimmten Integrale zur Rei- 
hensummirung; nebst Bemerkungen über die 
unendlichen Reihen und die bestimmten 
Integrale überhaupt. 


(Von Herrn J. Dienger, Lehrer der Mathematik und Physik an der höhern Bürgerschule 
zu Sinsheim bei Heidelberg. ) 





(Fortsetzung der Abhandlung No. 17. 38ten Bandes. ) 


$. 3. 


Durch dieselben Umformungen wie in = 2.) erhält man 





In, IYr—1)(2r— 2 nn 
1. J sin? dar = - ar ad Sl _ @Zr-V)(2r-3)..1 | 


. (2r—2 TR OO .l2r—2)... 3 2 


woraus sich, ım N. gesagt, 
UT, 1 
A J sin”x= sin”*"ydady = rl . dt 
ergiebt. Es ist aber 


-1} 2r.2 
sin’ == 5 [cos 2r& — 2r cos (2r—2)xc + Pe 2 cos (2r—4)x — .... 


ee N)... (r+1) 
FT 


jT, (—1)? 2r. @r—n)... .(r+D 
‘ sin? oda = 7.7773, - ‚im. 
Vergleicht man dieses Resultat mit (1.), so we sich die Relation 
2r.2r—]). de .F+D __ 2 (Zr—1)(2r—3)... U or PR 
1.2..r 2r.(2.r—2)... 3 Be 
2. 2r.(2r—])....(r+1) = (2r—]) (2r—3) ..... 1.2”. 
Für r = 2n ıst 
| _ 4n.(dn—2)... a 








wie 


3 '= (2n—1)(2n—3)... 
$. 4. 
Bekanntlich ist 
„. —MeoSnc-Hnsinne _, 
je cos ned = ———— ‚e”® also ıst 
m?’ + n? 





j 





4 
1. J er" Made ae zn» 
0 


Ferner ıst 






































PD Steinen nun nun un n.(n—1) f_,. 4er 
Je sın xax ZZ m? un: "m?rn? je sin" ai X, 
also ıst für n > n 
* = sn’ ade = ee ee” sn"? ade, 
m’+n? 
und für n =]: 
F — ML 1 
4 z ee” snadı = m4l 
Demnach ist 
® Eu e we (2r—1) (2r—?2)(2r—3) ir ie: 
>. J t sın? r cdı = m 2? 4 (2r)? . m: +(2r— 2)? .... f € da 
ui 14 2r(2r—1) Wer-nar—3) 21 
— m 'm!+(?2r) * m?+(2r— 2)? "m? 2%’ 
4 EEE nr nen @r+1)2r (2r—1)(2r—2) 23 0 1 
’ /, ' vn zu m? +(2r +1)? " mrl2r—1)? "m? +3?" m’+1?' 
Wie oben findet sich auch 
pr 2 — mx u aa N te 
d. J: { sin nad = a, ’ 
Nun ist allgemein 
—] 2r 3 2 
in” 2m — 4 er Zr& — T cos (2r— 2) — x Eu cos (2r—4)x — .... 
Rn —D)....(r+2) 2r. Ir — an 
N u Ze en Te + (1 4. 
(-1)’ 2r+1 (2r+1)2r....(r+2) . 
intra gr [sin (2r+1)a——-. sin (2r-1) +... (—1)’ zu Br. Aa sın a), 
folglich, mit Rücksicht auf die Formeln (1.) und (3.): 
Pi... 1 1} 2r er, ee) 1 
J ce" san” ds = [= a E „El: - a]. 
SEP 92 31 ER 7 < WERDE 29 a 
F € sn Far — gr | m+(2r +1)? l  'mı@&r_ı): rt 
1Y Qr+l)2r..(r+2) 
ze. 1.2.7 m? il 
Vergleicht man diese beiden Resultate mit (3.) und (4.), so ergiebt sich 
: 1% I 0, 2@-n 1 
r m? +-(2r)? 1 " m?’+(2r—2) 1.2 mM’+Qr—4)? 
' 2r. @r—])... .(r+D) 1 a {4 2r (2r—1)....2. I “ 
“(DD Iacr. 3 1" ira Ber )- " (m?+(2r)?) (m?+(2r—2)?)....(m?+2*)m? ' ‚2 
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ev 


für ein ganzzahliges r > 0 und m >0, und 





2 2r +1 2r—1 2r—1 me .(r+2) l 
‘ m+@r +1? 1 m +(2r— 1)? +... 
1Y (2r+1).27...2.1 = 

= UV BIRD. were‘? 


DR BE. m? +1 








für ein ganzzahliges r Z0 und für m >0. 


un 
or 


Es ıst allgemein 


em cos"Ix(nsine—mcosz) , n.(n—1) 














je cos"xdx = mn won 7“ cu tndr, 
also für n>0 und n >|: 
je «) je 0) 
Er m n.(n—]) f 
J e "= cos”’xdı = nn + er ee": cos""adz, 


und für n=1: 





an 

Mm 
/ ee” cosada=- 

0 m’+]1 


Hieraus folgt 


«m 
/ Eu cos” «dx 











End ı m | m’(m'+2°) m? (m „aid .(m’+(2r-2)?)” 
mm) m). mr ar Ta rt u 
$ cos Hade 
1.2... 2r+ 1) is m’(m’+-1) m’(m’+1°)....(m’+(2r-1)?) 
(m?4-1) (m?+3?)...(m’+(2r+1)?) 5 De nn 1.2...(2r +1) | 


Entwickelt man dies nach den bekannten Formeln in Reihen, inte- 


grirt und vergleicht die Resultate, so ergiebt sich 





1.2.3....2r. 22-1 m? Dh. m? (m?+2?) (m?+4?)....(m?+(2r-1)?) 
1+13+* + | 

















1. m?(m?+2?)....(m na 2 ee FE ee 
1 Pr Zr. 2 1 1 2r. (Zr)... ze I 
m tat 1.2 m+@r-a® tr t30TT2,., 'm 
für ein ganzzahliges r > 0 und für m > 0, und 
9 __@r+2r...2.1.2° u mE, m+12)m*39) (m>+1)... (m2+2r-1)%)- 
- Hm. mHeeltı23t 12.345 ++ I2.. 24 
1 ?r-+1 1 (?2r+1 ) 2 .( ni 1 
— mr? Imre r n Bu, m’+l 


für ein ganzzabliges r>0( und für m <d, 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVII Heft 4. 
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$. 6. 


Setzt man 


S|9 
3 | ou 


+ er, wm, my 


und r bloss positiv, so ist bekanntlich 
Ka+bı)=3lr)+gı, 
wenn man den einfachsten Werth nimmt; was hier nothwendig ist, indem 
entsprechende Reihen angewendet werden sollen, deren Summen immer den 
einfachsten Werthen imaginärer Formen gleich sind. 
Es ıst also 
/[1—2e” cosa-+e”) = [1 —2%cosacosd-+cos2d + (sin 28 —2cos a sin 6): 
=;/(rf)+ gi 
Nun ist hier 








r? —= (1—2cosacosd+cos2d)? + (sin2d—2cosa sind)? = 4(cosa — cosd)", 
r == 2(cosa—cosd), je nachdem cosa = cos d, 
1—2cos«cosö + c0s20 c0Sd— C0S« 
95 9 7 2ylcose—cosdy?  ,C05 4 + Yecosa—cosd)? ’ 
: sin25—2cosasind i c0s0—C0S«@ 
SIN FT 2ylcosa—cosdy? — NO Yecosa—cosö)? 
Ist jetzt cos « — cos d < 0, also cos d — cos « > 0, was künftig angenommen 


werden soll, so ıst offenbar 


go= d. 
Demnach ist unter dieser Voraussetzung 
/1—2eT®cosa+e”"]) = /[2(cosd—cosa)| + di; 
desgleichen ergiebt sich 
/II1—2e”"cosa+e"") = /[2(cosd—cosa)) — di. 
Betrachtet man diese Beziehungen, so findet sich für ein gerades 


EEE 
(ganzes) n: 


cos — [1 2e# cos - + ec”) + cos 1 2e” cos = ++ .... 
.+ cos af — 2: cos nn + ec] 
= cos 1[2(cos d—.cos -) + cos 7 [2 (cosd—cos” +... 
.+ cos a 3. ] + Silcos + cos +... + cos m], 
vorausgesetzt, dass cos d — — 0, cos d — = —(,.... cos d — cos 0 


ist, d.h. dass 
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a\ _ 
”. (7) 1st. 
| n 
Nun ist für ein ganzzahliges gerades n: 


st 37 In n—1 
cs, teası cos Zt... 005 t—=(: 


daher ist die obige Summe gleich 


Pr. 34 
7.008; 3m cos n—1l cos" — 


/|(cos d — cos 7) ı" (cos — cos rt, ..(psd—cos — rn) * |]. 
Die gleiche Formel gilt auch für ein negatives d, wenn nur immer 
”- (2). 
"\n 
und r eine gerade Zahl > 0 ist. 
Ferner hat man 


G+b)4a 
4 1 
arc(te=a bı) = larc (15 = 5) + —); 
(tg +o)=; Br d-3%.a 
wenn man wieder den einfachsten Werth nımmt. Demnach ist 
(: e’i sin « (= cosösin«-+isinösin« 
i = = — J=arclte = —— 
arc [1 1 eöi cos« — 1-cosöcosa—isind 3 
( (cos d— cos «) sin « '  isindsin« 
ar Fe ur — Tr —— || en — 
 - 1—2cosöcos@4cos’« 1-—-2cosöcos@+ cos? -) 


l — C0S(« +0) 
1— c0os(@— 8) 





i 
arc (tg =—1g a) + il 
It nun d <a, so ergiebt sıch 


esin« — 005 (0 +0) 


— _ ze 1 a 
arc\E 7 T_ os) = Ama a’ > («—0) 


indem für d=%, 


sin« Ar 
arc (15 = en = arc (tg = cölg za) = 3 (T—au) 


sein muss. Desgleichen findet sich 


(ie e-sina \ _ 17 ü rn a0) 
arc \tg — 1-e-Öcosa) ‚m—a)+ 4 \1l-— cos(e +0) 


also erhält man für eın ganzzahliges gerades n—d: 


14% 
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$; 3; 3ı 
e sin — e’'sin — 


ce Ir 
sin — arc (ig = —)+ sin —, arc (=. -. —a | 
-e'icos- —e?i cos — . 


di . n 
Rh 


Fr) 


1—- ei cos — | 
- | 





‚n—1 
‚+ sın - rarc (15 = —— 


. Rn . In n—1 
=;r[sinZ +sn +. In de fa I 


st . st 5 u 37 N _ 
_ 5, [sin a 3 sin nt... + (n—1) sin - n “] 


; 1—cos (+; 3) 1— cos (5+ =)“ sin 1-cos(" +3) 
© 4 (— cos (ö _ >) ( aa (2%) - -( -eos("- o) 


Nun ıst aber 


n-] 
sin — 





_ . In al 1 
sın — + sın — + .... + sın — r= 
n n n u 





ci . an n—1 n 
nz t3ın 7 +..+(n—]) sin —r= 





’ 


.n 
2sin — 
n 


also ist die obige Summe gleich 


Ne 
+4 (ee) 5 


sin —r 


1—cos (— 2+8) 
| (; — cos (— ) | 














t 2 
.. ‘2 x D_ > 
für ? < (2) 


S. 7. 
Ist n eine ganze gerade Zahl > 0, so ist bekanntlich 
1 Ni 
e "dx l rst s; 17 ’ 
———  .— _— y Data — 695° Fe 2J; 
I, Leis „3 cos „I(1—2e” cos — + e”") 


edi v. 
2 sin - 
> — 2, 2 vo n ie g=- 
n 





), 


y; rı 
ee‘ COS — 
n 
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wo das Summirungszeichen sich auf alle ungeraden ganzen Zahlen von 1 bis 
n — 1 einschliesslich erstreckt. 
Beachtet man nun die Formeln in ($. 6.), so ergiebt sich 





4 eide 1 cos — 7 
„‚Irei» =” 1] (cos de — cos - die "| + - 
2nsin - - 
It. ra 
) 1— cos(— +5)\ sin 7 
i N 
1— cos(— —0) 
n 
Demnach ıst 
( PR ih ) ] x S f) 2 aer7 
uuunserengeen — en nn BR — n, 
Jo l+e"ägr l-Le-rdigr AX = 21(cos cos n 
nsin — 
Nun ıst 
Ni —di 
e e . En 
ei — eeDüz di — 





irerdion F Ige mie 
N er“ ertDd un t eartDdi „au 


2 
(von z=V bis <=], wenn ”< )) 
= 2(cos d — cos (n+1)d a” + cos (2n +1)da” — .....) und 
ei e-di 
JS, (er + iger) da 
1 1 
=2][cosd — - nr eos(r+1)d + 5-7 > ©0s (2n+1)d — ....]. 
Vergleicht man dieses Resultat mit dem frühern, so erhält man 


[| 1 2 
l. cosd— nz °08 (n+1)d + 5 in] °08 (2n+1)d — „ eos(an+1) 6 +. 


rr 
T7T\C0OS — 
rk ur 





2n sin _ 
n 


2 
wo n eine gerade Zahl > 0 und d”< (7) ıst. Das Zeichen X erstreckt sich 


auf alle ungeraden Werthe von r, vonr=1bisr=n-—1 einschliesslich. 
Ganz eben so ergiebt sıch aus dem Werthe von 





edi e-di 
Ir I-rerdig” — Iperögn dw. 











“,% 
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l 1 
ei sind — 1 sın (n+1)d +5 a 77T sa An) — L sin (3n+1)d + .. 
rz ra 
1 . al +) ui 
Fa en ; 
1— cos(”" =) 


was unter den gleichen Bedingungen gültig ist, wie die Gleichung (1.). 


$. 8. 


Ist n eine ganze ungerade Zahl > 0, so ist 
) Ni 
e”’dx 1 
u S 
J; L-Ler'ic” n /( +1 ) 
I rt Ist 


x 


— —— — _ 9,Pi _— 2); 
„cos —/(l Ze cos + ı{ ) 


....._ FR 
. e’isin — 
+7 2 .sın arc \te = 777, ; 
1—e’ cos — 
n 
wo sich das & Summirungszeich ien auf alle ungraden Werthe von r, vor=] 
bis mtr=n—?2 erstreckt. 
Nun findet sıch 
l “ 1 h) 
HN _ TEE, u 
2 /(1 1 ) “u = /(2 cos ;0) - 15, i 
on a 37 . bar: n—2 : rı 
sın — sın — a sın —r = —- — 
N n gs a col 2n ’ 
u 37 . n—2 71 
sın — 3sın — u n—?2 ——r—! _ 
=. a + ( ) sın "he yı col —, 
7 31 n—?2 
cos + cos — + ....+ cos t=-, 
n n n 2 
also 
e’dx 1 7 — - 
a Y Ai 
ups = — COS d > COS; *- — 2% CoS - 0) en 
f ‚I+re"x 3 Ai N K Br cc 
Znsin — 
N 


t=c0s(7 +2) sin — 
S/ 


2 
zn 1-cos(7-5) | 


für ’ < (=). 
n 


Hieraus erhält man, eben wie im vorigen Paragraph: 
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1 I 


l. cosod— Tr eos(n+1)d+ 5. r cos (2r+1)d — 3 j cos@r+1)d +. 
9 os > 1 
= m Pi > Zi(eos e—- Ti — /(V2.cos4 0), 
n 
2nsin — 


u 2 I 
2. snd— Fra (n+1)ö-+ In] 9 (2n+1)d — nd jsnß@atl)ö-t.... 


1—cos (7+?) sin — 
| 
= 4,21 — )..; 
1—cos( Pas) 


In diesen beiden Gleichungen ist 2 eine ungerade ganze Zahl > 1 und 


z\? ; RP 
do () ‚ und es erstreckt sich das Zeichen Z auf alle ganzen ungeraden 


Werthe von s,vonr=1biısr=n -—2 einstcliesslich. 


Ss. 


Eben wie ım Vorstehenden erhält man 











1 Nid r=n—1 
1 e Er L rn 
| J )— 2 608 ZU — 2" cos = + 0?" 
4 pen Fa NIE In c0$ - —/(1 cos „_ te ) 
Nie: T7l 
1 Penn rn e sın Pi 
w : sin ” arc (1g = " ”_), 
n oO s. TsT 
m l—e'cos — 
n 
1 N; = 
e’ dx ' —. 2rı 5; 2rı 
BEER Ge A = : B- O8 ‚20 
J een > Be I(i—e) 2 "cos en li em 2e cosz,,1t‘ f 
eisin 27° 
ER, (: 2n+1 
re sl 0 
Intl, 2m ATe\' Yan. re )® 
von 1— e’' cos ——. 
2r+1 


unter Bedingungen, die den frühern analog sind. JS ist > 0 vorausgesetzt. 


u man nun, dass 


1, l+e' ) = 1-4-cosÖd 1 i 
2n ti ei ne) + dn 








2r IT n—1 
cos = + cos — +cosz +. tes N, 
u 21 . In n—1 A 
sın 7 + sın + sın z° + ...+sın = cot an’ 
os , p\ Int ‚n—] 4 7 
sin > +3sn Zt... +(n—D)sin Tm=;n col 3; 
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2 An _Znı 5 
2 VAR 3. EBENE 
sın 2n+1 + sın 2n-+1 + ...T+ sın 2n-+1 —_., cot 2n+1 N 
i 27 s sn Dun Zn 
nz. + 2 sın nl +...+nsin = Ger 
4sin —— 
2n+1 
Bi /(1 i) — - II2(1 0) "er Er 
le) im /l2l—cosd)] + ner 
ist, so ergiebt sich leicht: 
I 
1. cosd+ On+l cos(2rn+1)d + Anzı ©08 (Iin+1)d + 
7 ee zu nn S( rre\cos’" 7 T. 
= zent) tt 
: i 
2. sınd + u 


Bett 
Zu sinn +1)dö+ 5, „90 az ac "oo 


a 1-c0s( +0) sin“ 7 
7 ne. 
u u Teen (- '% 
r=1 1- cos” —)) 
Diese beiden Gleichungen gelten für eın 
> v0) 
( 





ganzzahliges 
Ferner ıst 
7T 
4 BR 


n 


n>%($, und für 


1 
3. c0sdö+95,.5 


25 c08 (2n+2)ö+ 





l ı 
1, FE KALI C 72 20 > IE are 4 cos (6n+4)d +... 
1 1 > Pr \cos _zra_ 
= SIETFE BASE — c0sd) — PIE ch cosd — ) 








2n—+-l 
— (os 2r+1 


t 7t 

2(2n-+1) A Dash‘ 
für ein eanzzahliges <=o 16 >Vv Deseleichen 
ür ein ganzzahliges n Z unc On” Q 


ss . 
” 2n-+I1 


1 
sind+ 3,3 sin (2n+2)d + 1043 sın(dIn+3)d +. 


Irı u 2rı 

ui 7. Sn Sin 
IE Fa dr ie Fran 
2(2n+1) ° 2(2n+1) ° | | 
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>o— 
an 
"2n-+1 
Die Resultate von ($. 6. bis 9.) lassen sich auf folgende Weise noch 


für ein ganzzahliges n > 0 und d 


























weiter verallgemeinern, obwohl die Reihen schon ziemlich allgemein sind. 
$. 10. 
Wenn nämlich mn —1 << 2n und ZO ist, so ist bekanntlich 
rl edx 1 = (2r+1)mr 2r+1 
— | B ER Pe: ED r ER % ———n 
Ir.® = cos In /i1 2a cos u. ta ] 
.. Zr+l)r 
1 r=-1 ers ug 2n 
> Zn B) rc (tg = = 1 -). 
N 0 ‚(Zr+l)n 
2n 
Man setze hier e”x statt x, so erhält man 
moi n—]1 r—=n—l 
emfigm—1dg 1 (2r+1)mz 5; 2r-+1 .. 
wm = 2 08 an IE1— 2e”x cos >, at 
di 2r+1 
1 = 1 (2r-+1)m e’’xsin u 
+ = Ssın —] en ” arc (15 = = - >. I -): 
vn. RR 7 Lu -7T 
2m 
A gmdi gm—1 dx De 2r+1 ' 2r-+1 
m nn m “ BER vn RER „di 
I. 5 = cos( 5) mr) 1 ee) 
mails 
1-1 Bl 2n 
7; + n; sın (>, mr) arc (15, = 2 nz)" 
L ei (Zr+A) 
PT yndiite e 
2n 


Nun ist 
IT1—2e” cos y + e'] = 1[2(cos d — cos 9)] + di, 

wenn cos d — cos 0; was im Folgenden vorausgesetzt wird. (Siehe $. 6.) 

Führt man hier alle in ($. 6.) aufgezählten Werthe ein, so findet sich 


r—_n—] 


r+l . 
1 emdigm—I1 gg ri n 2 3 u © £; 1 El 5 2r+1 bi cos mr 
Jo Ip erdi ge tr ( ori COS => COS 2n “AL 
Br he az rl ee 2r+1 
— - 1.2 Wer 5, Zsın 9. mr — 13 EZ ((2r+1) sın 5_—rır) 
2n 7, 2n 2n 7, 2n ( 2n 


(Dr +) . er ID ar 
= Br ar 2n 


‚p!-eos 
f) rzn— 
+m2 Le 
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Nun findet sich weiter 


a1 Dr] 
x co 5, mı= 0, 


— 





r=0 
—n—l. rel sin? s(mrt) 
x _ - un 
2 sın 5, mr 3 
r=0 sin — 
2n 
-_ ie 1 Ir+l ncosmz _ (-D”tH!n 
Bu — u 
>( r+1l) sın 5, mr= „ma nm 
r= in —- in — 
2n 2n 


Führt man diese Relationen ein, so erhält man 








?2r+1 
finde 2 mez! 2r+1 „cos —— mr sc 
Ir —zn 2 Ileos d4— cos m] 2m + 
de | En Ansin — 
2n 
sin + mare 
= 1-cos(*t Es 9) 
Ri 2 20 
An ut | 2r+1 | 
1— cos In T—0 


t 2 
N 2 
Diese Formel ist gültig, wenn d -(&). 


Entwickelt man die Grösse 
en Ni gm—1 


in eine nach steieenden Potenzen von a fortgehende unendliche Reihe, so 


u di L. ’ . a\? 
st dieselbe gültig von a=0 bis =]1, wenn 2 (£). Integrirt man 


alsdann innerhalb der Gränzen 0 und 1, und vergleicht das Resultat, so er- 


hält man 





l 1 1 
1. m cos md — ngm ©08 2n+-m)d + Fr „ cos (An-+m)d Bi 
1 m-ı 2r+1 es Zi, PURER 


=—5- 5 /[cosd — cos 5_—n 
m; 

Zn zn An sin — 

2n 





’ 


» ) 1 | 1 ! 
2. m sin md — Inim sın (22 +m)öd + Ina (An-+-m)d — .... 





/ 


et [e ur. 


1 
1— cos u 7-3) 


m: 











19. Dienger, Reihensummirung durch bestimmte Integrale. 343 


In diesen beiden Gleichungen ist ® (5%), ee, n und rn sind 


ganze positive Zahlen und z > 0. 
Setzt man hier m=1, so erhält man die Gleichungen (1. und 2. $. 7.) 


$. 11. 


Unter ‘ähnlichen Bedingungen wie im vorhergehenden Paragraph er- 


hält man 
= erdi gm dx 


. 1 rent! )di „ant+l 


_—_. 1)”- 1 1] =-ı 2r+1 2 ,., 
KAHN) — gi 2,08 zu mmlll—2eN 005 mr] 





2n+l 


Bin 


= - Zn+l 
Mkliien. 


In+l 2 sın - „mr. arc Sul 
— ei os — X 
2n+1 


+ 


Beachtet man die früheren Formeln, so ergiebt sich 


emdi — 1de (—1 yo ( l yr+1 
% = dr Ze 2eos 20) + 
: Er gor+l r+l h 
co u 2r+ 
uni zufl” ) ee 2r+1 cos än gt 
12 ML ne 2,1.(cos d— cos ,,17T 


1 5; nl ...2r41 na wen 2r+1 
u rs = cos er land a vr i Er SE ll 


Er \ 











2n+I1 


jo 1 teren dry 
— On: > „wr+l) sin; DIR ll 


rz 


._2r+1 
sin — mr 


a (dr +) 2n+1 
Tı rn 
" | n+1 - | ET z ” 4.05) | 


2@n+1) 2, 1-00 (>71 7-0) 
2n+1 


Nun ıst 
—n—]1 2r+1 
=. m+1l | 
5 ——- mt = 5 
z 0052,” (—1) 2, 
m Drul 1 mr 
x sin, ——— + 2 (—1)"t! cot Inzl’ 
r=_ ” 2 sin —— 





r—n—l > l MIT 
2(@r +1) sın mr = —= (—1)"t,3 (2n+-1) cot nl 
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Führt man diese Werthe ein, so erhält man 














1 grdigm-I gr _-D m+1 (— yr “ 1 
a Tre rtDd gt — . 2n+1 -/(2 cos; ,ö) > In n+L 28, + (— 1) -50n,17’@) 
1] —-ı rl cos m = 1)" .i 7 
x 1.[cos d — cos mr] nt" ah 
 M+l 2n+L’ 2 (2n+-1) m; 
0 2 (2n+-1) sin —— 
2n-+1 
MT MIT 
un m+1, u PO Mr Bin 
I (—]) w cot nl z (—1)” 7 cot ul 
2(2n+1) nei 
u N. ‚m 
er i r=n— 2 Fi e 7T-+ 2] 5 
2(2n+1) < . no cos ( (ee nt 
Bi ?2r+1 
BER eu n+1 1)” 2(2) 1 pa ii 2r+1 cos ar mi 
nn l(2 coszd)-+ nn in Z > I|cos d— cos 5,,j” zn+1 


RE 


gi a cos( +) 1° BETTEN 
+ 2(2n+1) in „"® + y >| - | 


= 2(2n+1) — e 1-cos( em 9) 











2r+1 
BL sn je A 2r+l .cos-— mn 
nl I(V2.cos46) Kr z /(cos d — cos In+l zn) Zul 


sin Ir c. VOM 
, R 00 (2. se mr) 5 Nor 
st 7 In+ 
| ER ) 


mA a; - 


r+l 
22m) sin, ER cos(27= in -0) 


Entwickelt man die Grösse unter dem Integralzeichen in eine unendliche Reihe 





(deren Gültigkeit unter ähnlichen Bedingungen wie früher Statt findet), inte- 


grirt und vergleicht die beiden Resultate, so ergiebt sich 


1 1 
om, mon Hm + +5 3, mes (An+m+2)d—.. 
2r+1 
BE . Br 2r+1l -cos MT 
u 7 I(V2.coszd) — dn+l ? > I [cos d— cos 2n4l" nm] tl 
zT 
+ 





2(2n+1)sin, Be, 
2n-+I 
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u 1 Re 1 
2. „— sinmd— Ina lam sin (2n +1 EL sin (An+m-+2)d —.... 
2r+1 n 
1 r=n--] 1— c0s(5 2n+l —— 7T+0) n 51 MIT 
> / 
— 2n+l) Z Hl — BT E 
1— 008 (5. 70) 


Diese beiden Formeln gelten ein ganzzahliges n > 0, für ein ganzes 
>o0 (7 
" — 2n+2 2n+1 
Für m=1 erhält man die Formeln (1. und 2. $. 8.). 


und für << 











$. 12. 
Es ıst 
„1 emdi an dx (— e> 
Ian pr >’ 7 Tee zld-e Hr, let) 
1-1 gan 
u u ae a Ay) ah ‚201 
On 2 057 /1—2e cos - ) 
Iso e’isin — 
1 . rm n 
+8 sin 9 are (1, = —)- 
N rl ” Prien 
—e’icos — 
ST 
Nun ıt d>0 und < at“ 
n—0 
u. le) = — 5 12sin )+ 
also 
1 pamdi „m-1 we A: BR: 
erü gm-ldr (— 2 (—1 z 
o1- fg 210 sin zo) + £ + —5— 1(2cosZI) + — 
rMmTt er. % rn 
| the rt, COS — i ua w ö 1 mn 
PER Be aa n suume. zusen Y)r=l u .{;’ — 
In NS /(cosd — cos „) 5„/12 Il 5: 2c07, 
rım ._rmı 
i 1— cos(— +) Sin — - 
st N TMTT are 2 . mr a ve ) "m 
+, zn = 0 m > Er nn en Tr 
rl r=1 1— cos(— —ö) 
n 


Es ıst aber 


—t (arm 
FE cos — = — cos’+(mr), 
r=1 N 


WE MT 
E sın „= sin’ Z( mm) cot In 


r=1 
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346 
—— rmst MIT MT 
’ au. -<e re E! my1 un 
Er sin — = =“n cos mm cot 7 (— 1)" cot ön 
Führt man diese Werthe ein, so erhält man 
Lem di, yrn—] dr l) x 
„= 512 sin WB /(2cosz6) 


’o Tan: 





l r=n—] 71008 1 un a 
m: x I[cos6—cos „| + 5, cos’z(mr)I(2) 

u FB ML m” Mit 

+5, sin’z(mr) ct 3 + (—”,, ct 
rrı . rm 
1— cos (— +ö)\ Sin — 
‚7-0 a Bi Ö u Erste, 7 . u. 

+ıl — + —— + co’-mrz+z Zu —— 

In An 2n 2 An 
r=1 1 cos —0) 


integrirt und vergleicht die Resultate, so 


Entwickelt man dies in eine Reihe, 


erhält man 











1 1 1 
I. „, cos md + 15 cos(2n+m)d + Inym ©08 (An+m)d-+.... 
=5, & 1)” 7(2cos 38) — /(2sin 38) + cos? (mr) /(2) 
a MIT MIT up 2: cos — 
+ 7 sin’ mr cot u tr edtsr ce = / cosd—cos” "|. 
nn 2 Bo 
2. m sin nd + nm sin (2Zn+-m)d + Ingm 90 (AIn+m)d + ..... 
1 ’ 1 
= dco’z mr + Zr) + (— "tlg 


Ä amt 1-cos( "+) sin — 
TER 2 (en) 4 


> 0, für ein ganzzahlıge: 





Diese Gleichungen gelten für ein ganzzahliges n > 


> 19 
I Im Un >; 


n 
Setzt man m =], so erhält man die Gleichungen (1. u. 2. $. 9.). 
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$. 13. 
Endlich ist 
1 emdigm-idg 1 1 rn 2rmn 2rı " 
0 1— er + nt nl /(1 — e u +1 > Aue 2n+1 /(1 —— ep). cos In +1] te‘ u 
Sisin 2rı 
2 7, Irma 0 
In+ 1: B ‚0 Inst arch ig = nz y 
1— e’' cos ——— 
2n+1 
1 nm . l(2) = 2rmr 
we I(2sin - ,d) ” Z@n+l) nl = 600 In+1 
ac > (e ' Zr \cos ne Bin 2rmr nn '®, Zrmn 
Zn+17, RPOER na In+1 Dn+ 1’ m 2n+ tr i+ Frame 
27 5 . Zrmn i pi we (+) ;) nz, en 
 @n+1)? < A 1” 2(2n-+-1) Frl 
u ide cos (2-0) 
’ 2n+1 
Nun ıst 
Pe 2rmr - u 
wm 75 Bu : 
pe Zrmn MT a run ! au 
BR In+l ; cot In+1 Er 
Fr PER 
2n+1 
Fr sin Di Eee . 
-’ u 2n+l MIT 
os Asian —— 
2n+1 
also folgt 
Eee, TER 
0 1— e"tVodigttl yes 
(2) ee rt \ cos Be 
al SE . 2nt+l 
„1/(2sin; d)+ nl) ni! > > /(cos d— c0s5,, FR In 
7 MI (— 1)y”-+! (— I )r 7 
I e 
In+l u 
2rı . _2rma 
nei sin 
u en Pe 2 (a1?) Bw 
"1 2@n+l) * 2@n+l) " 2@n+1) < 2r7 
vo: 1— cos —Ö0 
2n+1 


Entwickelt man die unendliche Reihe, integrirt und vergleicht die Resultate, 


so erhält man 








348 19. Dienger, Reihensummirung durch bestimmte Integrale. 


l 1 1 
I. m cos md + In+ium ©08 (2n+-1+m)d+ Ins Dym ©05 (An+2-+-m)d-+.. 








| ma Ira Cor 
= 5,1 |a7 ct — /(V2.sın 38) — = 1(cos ö — cos £— 2 Hl, 
») #. d ri 5 > 1 S 1 . 
m sin md + 5, 15m sn Zn -+-1l-Hm)d + In 2m sin er 
1 ( rm 
oo Ndg un cos 1-00 (2, 7+0)\ 5 „Fan 
—322n41) |” + wi We 
vl 1— cos -3) 
2n+1 
Diese beiden Formeln gelten für ein ganzzahliges n>0, für ein ganzzahliges 
ey und für 6” v 
\edn+?' _ 2a ' 
2n+l 


Setzt man m=1, so erhält man die Formeln (3. und 4. $. 9.). 
Die Formeln der letzten vier Paragraphen enthalten die in ($. 9.) an- 
gedeutete Verallgemeinerung der Formeln ($. 6. bis 9.). Sie sind vielleicht die 


alleemeinsten, die sich hier aufstellen lassen. 


14. 
Es findet sich auf die bekannte Weise 


farc (ig == x).dx = x arc (ig = re — sI/l+2”). 


un 


Ö8 


Setzt man hierin statt © nun e”a, so erhält man 


1 


Ba n —— N — „di 
J: arc (tg = e"x)dx =arc(tg = e”) — I(1-+e”). 


zen 
Nun ıst 





(1-+-sind)?+cos?d 1+sind 
+ ) )=!r + ll 


arc (tg — ei) —!ır+1ıl ng 
‘ > 3 l (1— sin ö)?-+ cos? ö 1—sind 


vorausgeselzt, dass cos d nicht Null sei und 
I(1-+e””) = 1(2cos d) + di; 
und vorausgesetzt, dass nicht cos 2° = — 1 sei, 


Ban +0") — (/(2cosd) + di) (cos d— sin d) 


— /(2cosd)®? + d sin d + 7(d cosd — /(2cos 6)“ "), 


Ferner ıst von 2 —=0 bis x =]: 
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Vergleicht man diese Resultate, so ergiebt sich, wie früher: 


cosd cos3o cosdo 


. 5-31 +58 - = im — 1(2cos ö)® — 48 sin Ö, 
9, nd _sin30 | sin) _ sin70 
2 31 7 58. 098.7 
1-+sind ' I sind 
= (1 — 30 cos Ö + Z(2cos 0)’, 


Diese beiden Gleichungen gelten für 6? < (!m)}. 





$. 19. 
Es ist 
Jarc(sin = a)de = x» arc(sin=x) -+ Yl—a”); 
vorausgesetzt, dass man für arc(sin=x) den Werth nimmt, dessen Cos. po- 


sıtıvy ıst. Hieraus . 

1 

a ı= _ ann 2 Be - 
J rc(sin=e”x) dx = arc(sin— e‘ 4} V(1- e”) 
Nun ıst 
are (sin = e”) = arc (sin . )+ IKA+ sind)? + sin 10 
sın = e£ = sın = - r 2 sın od)’ 5 
A+sinö) Ö) sın 50), 

wenn sin Ö positiv ist. Ist auch sın 20 positiv, so erhält man 


VA— ee”) = (2 — 2cos 20): cos (!#7—46) — i sin !r—10)], 

1 ; 1 > a \ 

m yA—e”) = (2sin Ö): [cos(!m+1Ö) — / sin G4r+10)]. 
Entwickelt man die Grösse unter dem Integralzeichen in eine unendliche Reihe, 
integrirt und vergleicht die Resultate, so erhält man folgende Ausdrücke: 
cosd 1 cos3ö 1.3 cos5öd , 1.3.5  cos70d 
12tr232 21 r3ı 56 race tr 

cosd 
— ind= 2 sind 10) — 
arc( sind iR en + (2 sin Ö)' cos (!m-++10) — cos Ö, 
sind re sin3ö N 1.3 sindö 
2 mtrrsıtaı set 
— /[(1-+sin ö)? + sin?d] — (2sin ö)} sin (Gm-+3Ö0) -# sın Ö. 
Diese beiden Formeln gelten dem Obigen zufolge für ö ZO und !r. 


1. 








Setzt man ö=(), so ergiebt sich aus (1.): 


ae a  ZFE an a 
3. sr=el+rist3: 3,1 r371 55 + 


a 


Crelle’s Journal f, d. M. Bd. XXXVIIL Heft 4. 46 








350 19. Dienger, Reihensummirung durch bestimmte Integrale. 


$. 16. 
Es ıst 
f "dee 
also 
Fa, di 1 —__ pr (eosd+isind) 
COS d Fisind 


— (cosd—isind) [cos (a sin d) +7 sin (x sin Ö)] e***? 
— [cos (@sinö—6) +1 sin (@sin ö—Ö)]e*“*°, 
[ er os dtisind) Jx — cos (sın d — 0) .e®‘ — cosö+ z|sın (sın 0—0) „ee sin 0]. 


Hieraus ergiebt sich, immer auf dieselbe Weise: 


cos0 _ Cos2) cos 30 06) N 

1. l+ 3 +73; tp>p31+-..->« .cos(sind— 0) — cos Ö, 
sind cos 20 cOS3d £ - n a. 
2. 12 -)>- 4% nm 1.234 ee e®° sin (sın 0—0) + sın 0, 


Diese beiden Formeln gelten allgemein, was auch ö sein mag, Für d=0 


erhält man die bekannte Reihe: 


ic wi En 2 Se 
e=3773"7133 "12317 


17. 


un 


Anus 
. oc 
[eos bz.dx = zn bz + 
folgt 
1 


1 
/ cos bz.dx = —- sın b. 
[a 0 b 


Setzt man 5b=r(cosd-Hisin Ö), so findet sich 


H 1 Das we i 2 er sind _ or sin Ö j 
y sin b= 5, (e""" + e"“*“) sin (r cos d).cos + 5, cos(rcosö).sin Ö 





rsind —rsi h) —rsind rsı D) 
; e —( sın ” . ’ e rsın +e sın A ie r . 
+ 1777795 77 -€08 (rcosö).cosd — ı 5, sin (r cos ö). sin Ö 





— 5, er sin (rcos 0—0) + er sind sın (rcosd++Ö)] 


+ 3 [e""? cos (rcosö+6) — e”""? cos(rcosö—0)] 


Entwickelt man die Reihe, integrirt und vergleicht, so erhält man 
P3c0s2) , r'cos) 
1.2.3 1.9 


1 Pr £ . . N N 
— a za sın (r cosd —0) + gr sind sin(rcosö-+0Ö)], 


1. 1— 
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r* sin 20 e. r'sindo 
7 5.8:8 1...d 


1 ca - 
= 7 a cos (rcosdo +0) — ed cos(rcosd—0); 


2. 


was für jedes r und Ö gültig ist; nur muss r > sein. 


Aus 


‚1 . 1 1 
/ sın b2 dx = — „ cos + 7 
. = v0 
ergiebi sıch 
rCoso r? cos30 r’cosdö 


>» ‚Ta Isar Er 





. \ \ - P \ N 1 N 
=-; [e”"""d cos(rcosdö—0) + e""? cos(rcosö+0)] + „ms Ö, 


En ARE nn EN 
Ro > = 5 a ir 
iisae Bd and Bi 1. 
= 5, [e""? sin (rcosö-+ö) — €") sin(rcosö—0)] — — sin 0; 


4. 


was unter den gleichen Bedingungen gültig ist wie (1. und 2.). 


$. 18. 
Es ıst bekanntlich 


‚1 j 1+5 
JS, A+1A+ba))de= —, IA+b). 
Setzt man 
b=r(cos d +isin 0) 
und verfährt auf die obige Weise, so erhält man folgende Endresultate: 
Tr 0oe2e , 7700nB0 _ 17 00B8 
+72 2.3 3.4 Ip Ti Dale are 
T+CO0SÖ DD, 

zum — /1+2rcosö+r?) + z sınd und 


rsind r:sin2Ö r’sin3d T-+C0S0 sind 





2. 753733 +r757 7 +77 95 [+ 2rcosö-+r?). 
Die Grösse g ist hier der (numerisch) kleinste Bogen, welche die Formeln 

; rsind 1-+rcosö 

ee — mu csy= — 





(1-+2rcosö+r?)? 


‚ En . u . 
bestimmen. Damit diese Formeln (1. und 2.) gelten, muss r—_j sein; ist 


(1+2r cos d+ 2)! g 


r=], so darf nicht cosö = —1 sein. 
Ferner ist 
1 


R | 1 
pr 2.00 ee m+ PB 
I: lb da= mr" med‘ 


46* 
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Setzt man wieder 
—= r(cosö-+isin d), 
so erhält man auf gleiche Art wie früher: 
m rcosö _m.(m—1) r?cos2Öö 
>. 1 #7 5 92 HTTaT erg. 


. (m+1)r (1 +2r cos le a ae cos ((m-+ 1)y — Ö) => 608 Ö], 
A m rsinö  m.(m—1) r’sin2Ö 
Sr ie ea 





fr a an; 
= nal K1-+2r cosds-+ rt!) sin((m+1)p—6) + sin 6]. 


In diesen letzten Formeln (3. und 4.) muss m > — 1 sein, in welchem Falle 


f} 2.0 > 0 . ..s in . . 

sie für r  ı gelten. Ist r=1, so gelten sie für m >0; ist nicht cosdo=—I1, 
. Pr) ET Ang 1 

so gelten sie auch für r=]1 und m 


= V 


Die vorstehenden Resultate dürften genügen, um die Art und Weise die- 
ser Mreihenbildung deutlich zu machen. Sie könnten noch leicht vervielfältigt 
werden, und selbst die angegebenen Resultate sind noch nicht erschöpfend 
untersucht; was aber auch nicht beabsichtigt wurde. Einerseits fehlt es dem Ver- 
fasser an Musse, um die noch möglichen Erweiterungen auszuführen, andrer- 
seits wollte er nur auf den Gegenstand aufmerksam machen, da, so viel ihm 
bekannt, der hier angedeutete Weg noch wenig betreten ist, gleichwohl aber 
eine schöne Anwendung der imaginären Formen gewährt. Die Resultate sind 
nicht ausführlich hergeleitet, sondern immer nur die Hauptmomente angegeben 
worden, da die Abhandlung sonst bedeutend länger geworden wäre und eine 
zu weitläuftige Ausführung leicht ermüdend ist. Dagegen finden sich bei den 


Resultaten die Bedingungen der Geltung immer genau angegeben, so, wie sie 


aus den ıhnen vorstehenden Entwicklungen hervorgehen. 


Im August 1845. 
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20. 
Ueber die Anwendung einiger Formeln aus der 


Theorie der elliptischen Functionen auf ein 
bekanntes Problem der Geometrie. 


(Von dem Herrn Professor Richelot zu Königsberg i. Pr.) 


r 
Enösckin den Radien und der Distanz der Mittelpuncte zweier Kreise, deren 
einer einem Viereck eingeschrieben, der andere demselben umgeschrieben ist, 
besteht bekanntlich eine Relation, welche in ihrer einfachsten rationalen Form 
von Euler zuerst für das Dreieck, von Fuss und Steiner für das Viereck, 
Fünfeck, Sechseck und Achteck aufgestellt ist. Nachdem Jacobr in seiner 
berühmten Abhandlung ım dritten Bande dieses Journals (No. 35.) die zwi- 
schen den obigen geometrischen Stücken obwaltende Bedingung mit der Thei- 
Jung eines ganzen elliptischen Integrals in eben so viel gleiche Theile, als die 
Seitenanzahl des Polygons beträgt, in Zusammenhang gesetzt hat, fragt es sich, 
wie die algebraische Bedingungsgleichung aus dieser transcendenten Form ın 
rationaler und von allen überflüssigen Factoren freien Form abgeleitet werden 
könne? Diese Frage erhält dadurch für das Problem selbst eine etwas grössere 
Bedeutung, dass über das Viereck hinaus die directe geometrisch-algebraische 
Ableitung dieser eben erwähnten Gleichungen in der angeführten Form Schwie- 
rigkeiten mit sich führt. So ıst sie für das Fünfeck nicht ohne einige glücklich 
getroffene Reductionen, wie in einer Abhandlung von Fuss im dreizehnten Bande 
der Petersburger nova acta und in dem zweiten Paragraph der oben erwähn- 
ten Abhandlung gefunden, für das Siebeneck aber in dieser einfachsten Form 
bisher gar nicht aufgestellt. 

In der Abhandlung No. 18 ım fünften Bande dieses Journals, worin 


die Bedingungsgleichungen für die analoge Construction auf der Kugelober- 


fläche aus den für die Ebene geltenden abgeleitet werden, habe ich beiläu- 
fig mit Hülfe der Verdoppelungsformeln der elliptischen Functionen gezeigt, 
wie man aus der rationalen, für das n Eck geltenden Bedingungsgleichung 


die für das 2r Eck geradezu abschreiben kann. Auf eine ähnliche Weise 
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kann man die einfachsten rationalen Bedingungsgleichungen für alle übrigen 
Vjelecke aus denen ableiten, deren Seitenanzahl eine Primzahl ist. Hienach 
bleibt zur Beantwortung obiger Frage nur übrig: die Bedingungsgleichungen 
für diejenigen Vielecke, deren Seitenanzahl eine Primzahl ist, in ihrer rationa- 
len und einfachsten Form aus den Gleichungen abzuleiten, welche sich auf 
die Theilung der elliptischen Functionen beziehen. Ich werde im Folgenden 
diese Aufgabe auf verschiedeneWVeise behandeln, am Schlusse aber dadurch voll- 


ständig lösen, dass ich sie auf eine gewöhnliche algebraische Division zurück- 
führe. 


I. 


Aus der oben angeführten 35ten Abhandlung im 3ten Bande dieses 


Journals, und namentlich aus dem darin (Seite 388.) aufgestellten Theoreme 
ergeben sich sofort folgende Resultate. Es seien 


R der Radıus des umgeschriebenen Kreises, 
r der Radius des eingeschriebenen Kreises, 
a die Distanz der Mittelpuncte beider Kreise, 


2n-+-1 die Anzahl der Seiten des Polygons mit einem Umlaufe, 
und die Grössen k und K durch die Gleichungen 


u Vz, MRı,) x ge 

= Y\Rzarn) =), VI-R sing) 
bestimmt. Giebt man nun (was immer freisteht, da die Anfangs-Ecke des Viel- 
ecks beliebig angenommen werden kann) dem Vielecke eine solcheLage, dass seine 
erste Ecke in der Centrale beider Kreise liegt, so ist die transcendente Bedin- 
gung dafür, dass das 2n-+1 Eck sich nach einmaligem Umlaufe schliesst, die, 


dass der zwischen der ersten und zweiten Ecke enthaltene Bogen des äussern 








Kreises = 2am (5... vk) wird. Zugleich ergiebt sich, dass die analogen 
Bogen 
zwischen der ersten und dritten Ecke — 2am k), 
zwischen der ersten und vierten Ecke — 2am (u i k) 
zwischen der ersten und 2zn-+1lten Ecke = 2am Ge ‚k) 


sind. Da nun die geometrische Betrachtung zeigt, dass der a) der Hälfte 


. r . ‘. “ . . 
jenes ersten Bogens = 5, Ist, so erhält man folgende zwei wichtige Formeln: 
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1. cos am ( z k) =. . sin coam = (our k) = RB» 








2m+1’ Rz+a m-+-1’ R-a 
Hienach geht die so eben erwähnte transcendente Bedingung in diejenige 


algebraische, von k unabhängige Relation über, welche zwischen den Grössen 


2K 2K 
cos am (ii z r) und sin coam (a ') 


besteht. Will man daher die Bedingungsgleichung zwischen = und — — in gan- 


zer rationaler und einfachster Form haben, so muss man EN ganze ra- 
tionale Gleichung zwischen 
1 1 


DK und 3K 
cos am (5.1°%) sin coam (>- 18) 


aufsuchen, welche von allen sich bei ıhrer Ableitung einstellenden überflüssi- 








gen Factoren befreit ist. Ich will hier sogleich die Bemerkung hinzufügen, dass 
diese gesuchte Gleichung in Bezug auf die beiden in ihr allein vorkommenden 
Grössen symmetrisch sein muss; wie es sich in der spätern Entwicklung stets 
herausstellt, aber auch sogleich durch den geometrischen Umstand gerechtfer- 
tigt wird, dass die Eigenschaft der Construction nicht geändert wird, wenn man 
den Mittelpunct des eingeschlossenen Kreises in der Centrale auf die entge- 


gengesetzte Seite des Mittelpuncts des einschliessenden Kreises verlegt. 


II. 


Es bietet sich zur Auffindung der zu suchenden Relation zuerst fol- 


gender Weg dar. Man suche diejenige irreductible Gleichung (2m +1 als 


2K 


Primzahl vorausgesetzt), unter deren Wurzeln cos am (2 rat k) vorkommt, 


und deren Coefficienten Functionen von k sind. Zu dem Ende stelle ich alle 
verschiedenen Werthe von cos amu von der Art auf, dass z der Gleichung 


cos ammu + cos am (m+1)u=0 genügt. Es gehen dieselben, wenn man 


. ER: nd 
u y—l, k, = yva—2”), K, = V A—%? sin?«p 


setzt, in folgende über: 
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[ ' 2K 6K | (2m—1)2K 
— cos am 2m+1 , cos am 2m+1’ cos am Zm+i ) 
2K, GiK, (2m—1)2:K, 
cos am 5, , cos am 57,7 > cos am ml 
2KHAiK, 2K-HAiK, (2m—1)(2K#iK') 
2% cos am 9,7 , cos am 3. mg > cosam Im+l ; 
OKHSIK, 2KHSIK, (2m—1)(2K8iK,) 
cos am ,,p , cos am 3. Omi > cosam ur 
2K+4miK, 2K==miK,;, (2m—1)(2K=+4miK,) 
\ cos am —Z,,,j ‚, cosam >. "DmjiI , cos am ml 


Nun leitet man aus den Formeln in $S. 18. der Fundamenta nova etc. folgende 


ab, welche sich auf die Multiplication der elliptischen Functionen beziehen: 























2cos?amu 

cos am2u = I-PQ- cos?amu)? — ,. 

cosamau  __ 2cosam 2u 

cosamua 1-—k”(1—cos?amu)(l—cos?am2u) 1, 
9 } NEE US ET 5 
er. 2cos?amhu 

cos am2hu = ic ae 1, 

cosam hu 
cosam(2A+l)u__ Be De ad 
cosamu  1-—A?(1—cos’amhu)(l—cos’am(h+l)u 1; 
woraus sich leicht ergiebt, dass cosam2Ahw und ne ganze rationale 


. ® 2 2 . . 
Functionen von A* und cos’amu sind, von der Art, dass, wenn zn gerade ist, 


Zm 
4. cos ammu = x, 


m 


und wenn m ungerade ist, 
r cosammu Zm 
Y 'cosamu N, 
gesetzt, die Functionen Z,, und W, in Bezug auf cos’amw den Grad ;n? und 
!(m’—1), und in Bezug auf k* den Grad !n? und !(m?’—1), je nachdem u 
gerade oder ungerade ist und die Differenz 
N. — Zr 
für ein gerades m in Bezug auf cos’amw den Grad m?— 2 nicht über- 
schreiten. 
Um dies einzusehen, leite man für mn =?2h und m=?2h-+1 die 
Grössen Z, und N, aus den obigen Formeln für cos am2hu und 


cos am (2h+1)u ab, wodurch man für ein gerades h die Formeln 














; 
= 
# 
57 
2 
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Zu = 224,0; — mM KM — ZA, 
Na =N, — K(M—ZN, 
6. Zaızı = 227, Zum, Nr — N 2+19 
Nam = Ni Nipn — (N? —Z) (Min — cos’amu Zr), 
2 — Da = 44HNN— Z) (Mr — (N —Zi)), 
und für ein ungerades mn folgende Formeln erhält: 
Zu = %cos’amuZ}N; — N,,, 
N, = N; — K(N; —cos’amu.Z,/), 
Zyzı = 22, Zu N, Nr ._ Na; 


®:; 
PER 72 2 2 2 2 2 2 ‚72 
Nana = NN — IN; — cos’amuZ;) (Nu — Zi): 
2 2 
7 


— 4cos®’amuZ7 N; (N; — cos’amuZ7) (N7— KL N; — cos”am u Z7]). 
Aus diesen Formeln ergeben sich die obigen Behauptungen sogleich für m =2h 
und n=2h-+ 1, wenn sie fr m=hundm=h-+1 gelten; und da sie 
fürm=1lundm=2 gelten, also 
A =1, N=1, 
Z, = 2cos®’tamu— N, N,=1-— A(l1—cos?’am u), 


N} — Z = 4cos”am u(l—cos’amu) (ki +” cos’amu), 





ist, so sind sie allgemein bewiesen. 
Substituirt man nun diese Formeln in die Gleichung 
cos ammu + cos am(m+1)u =60, 
so erhält man, nach Weglassung des gemeinschaftlichen Nenners für m=2h, 
die Gleichung 
8. Zu Na + € : Zun Na» = ©, 
und für n = 2h +1 folgende: 
9. Zone Nyzı + € Zur None = 0, 
worin der Kürze wegen c = cos amu gesetzt ist. 

Die Seiten links in diesen Gleichungen bestehen aus einer geraden und 
einer ungeraden ganzen Function von c, deren erstere den Grad 
m? + (m+1)? — 1, und letztere den Grad m” + (m-+1)? nicht überschrei- 
tet. Hieraus ergiebt sich, dass die unter 2) angeführten Werthe, deren An- 
zahl = m? + (m+1)? ist, alle Wurzeln der Gleichungen (8. oder 9.) sind, 
je nachdem zn gerade oder ungerade ist. Hiernach sind die Seiten links in 
beiden Gleichungen durch 1-+c ohne Rest theilbar; wovon man sich auch 
leicht auf algebraischem Wege durch Anwendung der Formeln (6. und 7.) 


überzeugt, wenn man voraussetzt, dass die Ausdrücke 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVII. Heft 4. 


47 
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FREUT + cZ, >. oder 2, Nr + ce up N,, 
je nachdem A ungerade oder gerade ist, jene Eigenschaft besitzen, und be- 
merkt, dass für k=0 und A" =1 dies wirklich der Fall ist. 


Der nach dieser Division bleibende Quotient giebt, gleich 0 gesetzt, die 


’ u . R = 
gesuchte irreductible Gleichung, deren eine Wurzel cos am (5 =, k) ist. 


Auf eine ganz ähnliche Weise erhält man eine Gleichung von ib ma Grade, 


2k a a 
unter deren Wurzeln sın coam en vorkommt, und deren Coefficienten ra- 


tionale Functionen von A* sind. Man kann dieselbe jedoch auch geradezu 
aus der eben gefundenen ableiten. Es folgt nämlich aus der Formel auf der 
72ten Seite der „Fundamenta nova’ 


ik 
sin coam(w,k) = cos am (hu, Fr 


1 ) = 
— aro K: 
E arg ‚am (ir TE 


ik 
2are.am.(!ı,—) . 
I 5 +‘ € 1) ik 


sin coam Dm+l’ k) = cos am Im+l va 
- 1 


; Ru ei 2% 
Wenn man daher in der Gleichung, deren eine Wurzel &= cosam (= :k) 


die Gleichung 


also auch folgende: 





ist und die man durch 


f(x, 2) = 0 
k? 


bezeichnen kann — [E statt Ä? setzt, so erhält man die Gleichung 


Ya 5) = 9 


B ’ 2k ; 
deren eine Wurzel & = sın coam (nn: k) Ist. 





Setzt man der Kürze wegen wieder 
ce = cos am (u, Ä), s = sın coam (u, k), 
so liefern die Formeln in $. 17. der „Fundamenta” sofort folgende: 


—c? k? e?—s? 


k’ = (1-e) ’ a; k? Po (1-8?) ; 


woraus man sieht, dass zwischen s und e die beiden Gleichungen 


k s—c? 5? 
Ike, a) = ®. fks - nl Me 


bestehen, welche durch Vertauschung von s und ec ın einander übergehen. 











x 
1} 
2 
# 
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Die gesuchte Bedingungsgleichung muss daher der gleich 0 gesetzte kleinste 
gemeinschaftliche Factor der Zähler von den Theilen links dieser beiden Glei- 
chungen, und daher auch in Bezug auf s und c symmetrisch sein. Setzt man 
2. B. in der Gleichung (9.) A=0, so giebt dieselbe 

N + cZAN =2° —1+ 4k:(1— ec”) + c(1—K(L— c”)), 


woraus folgt: 


a ZN, +cZ, N. . ’ R 
fe, =: > en — — 1+2c + (1—.c”) (1— ec)”. 
. s?—.c? ry + 
Hieraus folgt nun = od, Statt k, gesetzt, der Zähler 


= (— ce?) (1—.c?) (1—c)? — (1—c?) (L— 2e). 
vertauscht man s und c, so erhält man den Ausdruck 

(ce? — 5?) (1— 5?) (1— 5)? — ce (1—s°) (1 —2s). 
Der gemeinschaftliche Factor dieser beiden Ausdrücke, welche wie leicht ein- 
zusehen ın 


e(1—.c?) (—(1—c)’) , (1 — 5°) (C— (1—s)’) 
übergehen, ist =s + .c— 1, und daher 


10. stc—1l1=V0 


die für das Dreieck geltende Bedingungsgleichung. 


I. 


Die Aufsuchung des gemeinschaftlichen Factors zweier Ausdrücke ist 
mit einigen successiven Divisionen verbunden; daher werden folgende Bemer- 
kungen nicht überflüssig sein. Die Gleichung 


Se, )=®, 


R 2k . 
unter deren Wurzeln x = cos am da vorkommt und welche vom Grade 





2mn(m-+-1) ist, kann keinen in Bezug auf k? rationalen Factor haben: denn 
sonst wäre sie nicht irreductibel. Hieraus folgt, dass die zu suchende Bedin- 
sungsgleichung wenigstens vom 

sm(m-+-V)ten 
Grade in Bezug auf s sein muss; denn wäre sie von einem niedrigeren 


- 
« ’ N u 2k 
Grade, so würde man durch die Substitution, welche für x = cos am u 


gültig, ist, 
" 1—.ı? 


+ at? 


R GRBEMED Ss 


47 ‘+ 
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also eine irrationale Gleichung zwischen x und k* erhalten, welche, weil die 
Bedingungsgleichung in Bezug auf s und ec symmetrisch ist, auf eine rationale 
Gleichung führt die in Bezug auf & den Grad 

2m(m-+]) 
nicht erreicht. Dies aber ist, wie man so eben sahe, unmöglich, wenn 2n+1 
eine Prirmzahl ist. Andrerseits sind die Ausdrücke (8. und 9.) in Bezug auf 4? 
höchstens vom Grade !m.(m--1). Setzt man daher 

. ”—c? 

= a-0) 
und bringt die Ausdrücke auf gleiche kleinste Benennung, so können die Zäh- 
ler den Grad 5m(m-+1) in Bezug auf s” nicht überschreiten. Dieselbe 
Function (8. oder 9.) ist in Bezug auf c nicht gerade, und kann auch durch 
die Division mit 1 + c nicht in eine gerade Function von ce übergehn, weil 
sonst die Wurzeln der Gleichung 


z,k’)=0, 
also die irrationalen Werthe in der Tafel (2.) paarweise gleich und entgegen- 
gesetzt sein müssten. Nach Einführung der Grösse s” statt A?” kann der oben 
erwähnte Zähler keinen in Bezug auf s” rationalen Factor haben, weil die 
Gleichung /(®, %) = 0 irreductibel ıst; aber er kann auch andrerseits seiner 
Unsymmetrie wegen nicht die gesuchte Bedingungsgleichung selbst geben, da- 
durch dass er=0 gesetzt wird. Es muss daher ein gleich 0 gesetzter Factor dieses 
Zählers die Bedingungsgleichung liefern, welcher in Bezug auf s nicht eine 
gerade Function ist. Wird die Bedingungsgleichung durch 

Fa@,93=0 
bezeichnet, so muss das Product 

F Ce, s). F(a—s) 


ein Factor des eben erwähnten Zählers sein; und da letzterer den Grad 


m(m-+]1) 
in Bezug auf s nicht überschreitet, so kann auch 
F(c, s) 


in Bezug auf s oder e den Grad $n(m-+-1) nicht überschreiten. Oben 


sah man aber, dass dieser Grad auch nicht kleiner als 3m(m-+-1) sein kann: 
also ıst er 


Hieraus ergiebt sich zugleich eine Eigenschaft der obigen Geichung 


ak’) =0, 
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oder, was dasselbe ist, der Ausdrücke: 


Zy ah+1 on cZy +1 Na, 








z und 
itc 
Zoran +eZur Diss 
l+c ü 
Sıe müssen nehmlich, wenn man 
ı_ 
Pa 
s?’(1—.c?) 


setzt und auf gleiche Benennung bringt, solche Zähler geben, die nach Weg- 
lassung eines nur von c abhängigen Factors, ın die Differenz zweier rationa- 
len Quadrate zerlegbar sind, deren eines das Quadrat einer geraden, das andere 
das Quadrat einer ungeraden Function von s ist. Von den beiden hiedurch 
entstehenden Factoren liefert der eine, welcher in Bezug aufs und ce symmetrisch 
ist, gleich 0 gesetzt, die gesuchte Bedingungsgleichung. 

Ich werde auch diese Bemerkungen durch Beispiele bestätigen. Für 


h=0 war 


Z,N, t+cZ,N, ’ r 
= vr — —1+2c+/’(1—c’) (1—c) . 


Dieser Ausdruck liefert nach obiger Substitution wenn man den Factor c’(1—c’) 


weglässt folgende Gleichung: 





°— 1—-c”’=0; 
aus welcher (da auch e nicht = 1+s sein kann, weil e<1 ist) für die gesuchte 


Bedingungsgleichung folgt: 











1—s—c=0d. 
Fürh=1, ist, mit Hülfe der Formeln (6 und 7): 
Z,N; +cZ,N, 
l+c 
_ (2? — N,) N3+c(4c?N,—2N?’—N,;)N, 
00% l-+c 


=2. N? —22c(l—c)(N?—ZY)— NN, —2N,cl—c)\(k+4k°c). 
Dieser Ausdruck giebt, wenn man für N,,Z,,/; ihre Werthe schreibt und 


2. 
2 EEE une nee -. r a & a1 s 
== die) setzt, die Gleichung; 


et 3s (1) He’ B+2c+H3) —- AM J’(l+e'\=0, 
welche sich, nach Weglassung des Factors c°, als die Summe zweier 
Quadrate 
(2 — (1-0)? — (lc) (?— (1+0)?) = 0 


darstellt, so dass derjenige von ihren beiden Factoren, welcher in Bezug auf s 


und c symmetrisch ist, gleich 0 gesetzt, also der Factor: 
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11. s(—(1—ec)) + 1—c)(’— (l+c))=0 *) 


die Bedingungsgleichung für das Fünfeck ist. 


IV. 


Da von den beiden bisher vorgetragenenen Methoden, zu der gesuch- 
ten Bedingungsgleichung zu gelangen, die erste weitläuftige Rechnungen, 
die letzte noch eigene Kunstgriffe erfordert, so werde ich noch eine dritte 
mittheilen, durch welche die Aufgabe auf eine einmalige Division zurückgeführt 
wird, falls man sie, für das Vieleck mit zwei Seiten weniger, auf dieselbe Weise 
als gelöset annımmt. 

Zu dem Ende werde ich die Formeln der Multiplication der elliptischen 
Functionen in einer eigenthümlichen Form darstellen, indem ich sie nur durch 
e=cosamu und s=sıncoamz allein ausdrücke. 


Es ergiebt sich aus dem Vorigen sofort, dass aus den Formeln für 
sinam mu 
Ze und cosamrmu, 

die analogen für 
cos coam mu 


R ns: und sıncoamrnu, 
cV0SCcO0am u 





unmittelbar dadurch folgen, dass man in den ersteren die Grössen sund e mit ein- 


ander vertauscht. Denn diese Vertauschung kommt auf die Vertauschung von 4? 


k? R i A e 
mit — 78 zurück, welche nach den Formeln des 3lten $ der „Fundamenta 
tı 


nova die Vertauschung von 


ik 
sin am (ke 1, „) mit coscoam (u, k) 
v1 


ik } i 
cosam (x, u, = mit sincoam (u, %k) 
6 


*) Dass gerade dieser Factor der zu wählende sei, lässt sich auch direct zeigen. Es ist 


sineoam !k + cos’ am!k=1, 
also sincoam !k — cosam !k >1 und 
i 2k 2k 
0 < sincoam — — ] I cosam — < 5; 
s & 
folglich 
s+-1-+c0>20 s#1—c>0 e— 1-+c>0 s—1l-ce-0 


und daher kann nicht s(®? — (1— c)?) — (1l—ec)(2 — (1l—+e)) = 0 sein. 











20. Richelot, Anwendung der elliptischen Functionen auf (Geometrie. 363 


ik 
sin am nk, u,j,) mit coscoam (mu, k) 


ik ir 
cosam(rm/,u,,-) mit sıncoam (mu, k) 
11 


mit sich führt. Hienach werde ich nur die Multiplicationsformeln und ihre 
Ableitung, für die beiden erstern Functionen aufstellen 

Aus den Formeln in $. 18 der „Fundamenta nova’, ergeben sich nach 
kurzen Reductionen folgende: 



































| sin am 2u 2s . — 1 +5? +? 
Sinamu = Ira cosam2u = ya la? 

sin am 3u 4s? a +s?— c?)° cos am 3u d+s- 6? rn ) 

sinamu — (I+8—e? )—4(8?—c?) (1—c?)’ c vr A+8—c U —c}) Ic? ) ’ 

sin amhu ‘ 

sinam?2 hu en am “)sin coam hu sin? c vam mu — sin? am mu 

sinamu — sincoamhutsin’amhu’ ai Am = sin? coam mu + sin? am mu 
12. sin’am(kutl)u  sin?amhu 

sinam(2hutl)u sin? am 7 sin?amu 

sin am u r 2 ‚am(hTusin? amhu ’ 
1-(s’-e”)- ee 
s? sin’amu 
2cos am (h+1)ucosamhu 
cosam(2AtHl)u __ 274 c | 
c RER sin „am(h Hu ein” amıu —" 





LA) TI 


s?sin?amu 
Aus denselben und aus den durch Vertauschung von s und c hieraus ent- 
stehenden folgt leicht durch eine der früher angewendeten ähnliche bekannte 
Schlussart dass, nach ausgeführten Substitutionen, Formeln von folgender Form 


hervorgehen 











/ sin am sin am 2 hu Sa, j Zah 
kann, =s.n,> cosam2hu = N,’ 
coscoam2hu Sy u. Zn 
27 a sıncoam? hu = N,’ 
sinam(24+lu _ Sarı cosam (2hA+1)u Zar 
 sinamu —"Nan’ c u 
cos coam (2A+1)u So+ı sincoam(2h+M)u  Zeorı 
coscvamu u, Nr? s has Nası’ 


worin alle 12 grossen Buchstaben gerade und ganze rationale Functionen von s 


und c bedeuten, von denen 


Y 4 
I, b NP7 ’ 


den 2(h?’— 1)ten, 
Ze} N Zr, z N;, D N 2h 9 
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den 2’ten und 
Yy y ! + 
RW +1 P N) 2A+Ll 5 VRR ’ Zy +1 ’ Nası ’ A hr E 


den 2(h’+-)ten Grad in Bezug auf jede der beiden Variabeln s und ce nicht 
übersteigen. 


Für die folgenden Betrachtungen sind noch die folgenden Formeln 


nöthig, welche man auch zum Beweise der oben ausgesprochenen Behauptungen 
benutzen kann nemlich: 


Wenn Äh eine gerade Zahl ist, so ist 
Sr =28, N, Z,N,. 
N, = Z,Z, NN, + ®(1— c?) $,S, N',N', , 
Sets = Sur Sur f N, — S,, S,, / FR Nr ; 
N, +1 — /, N, Nix Nr ir (’— c?) (1 —.c?) S), S,, Sr Sr , 
und wenn /ı eine ungerade Zahl ıst: 
Sy, = 29, Z, N, N, 
N, = Z,2, NN, + (1—c)S,S, N,N,, 
) 8,18 NN, — 9,8, I, +1 Var » 
Nan = NN. Na Na — ("— ec?) (1—.c?) 8,8, Su Sur: 
Ich stelle jetzt die beiden Ausdrücke 


sin’am2 hu (1— cosamu) (sin coamz + cosamı) 


15. 1— sin’amu sin coam a 


14. 


14a. 


Sy, +1 








sin? am(2R +1D)u 
sin’amu 








16. 


(1—cos amu) (sin coamu + cosaın u) — sin coam 1 


auf. Beide verschwinden, je nachdem man 


2m+1l1=4h-+l, oder —4h+3, 
setzt, für diejenigen Werthe von z, für welche der Ausdruck 


sin’ammu (1 —cosamu) (cos ama + sincoam u 
sinamu sin coamu 








17. 1— 


verschwindet. Nun liefern die aus (12) folgenden Formeln 


” — 1 + sin? coamv + cos’amv 
cos BED 1 + sin? coamv — cos?amv ’ 
— 1 + sin’coamv + cos?’am v 


- ia io SEE . leere 
sıncoam2v = 
u 1 — sin’coamv + cos?amv ’ 





die identische Gleichung 
sin’amv (1-+ cosam?2v)(cosam?v-+ sincoam2v) 
sin? am2v sin coam 2v 


1s. 1— 








—=0). 


Setzt man hierin v= mu, wou einen der m(m + 1) Werthe 








; 
2 
= 
E;- 
B: 
Bi 
A. £ 
y 7. 
R 
= 
u 
A 
5.4 
1 
a 
Bi 
Be 
% 
% 
+ 
& 
x 
R 
A 
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2 E- (4m —2)k 
2m +1 i 2m+1 f 2m+t1l ’ 
2k + Aik, 0 2k+4ik, 2k + 4ik, 
19. 2m +1 3 2m = +1 ‚ (Zm—1)- mtl y 
2: +4mik, 2 + Amik, “ 24 + 4mik, 
2m+1 . 2m +1 ee iz 
oder einen der (m —1)m Werthe: 
2k 6% (4 m —6 )k 
| 2m —|1 ‚ 2m —1 ’ 2m—l ’ 
2k+A4ik, 2k +4ik, 2k +Aik, 
20. dire ’ ”; m, ’ Ren — : 


21: + Alm _ Nik 


>] 


2% + Am+1) Dik, 


21 +4m+Dik, 


ee wg Turn 2m — — 
2m—1 di ae; "wre | ( 3) 2m—1l 
bedeutet, so lehrt sie, da dann: 
sin’am v = + sın’ am mu, sınmam2v = + sin’amu, 
cosam?2v = — cosamı, sincoam?2v —= — sincoamu 


ist, dass der Ausdruck 17) für jeden der 27n? Werthe von u verschwindet. Ist 
m ungerade, so verschwindet derselbe auch für uv= k. Ganz auf dieselbe 
Weise ergiebt sich aus der Gleichung 18), dass der Ausdruck: 


sin’ ammu (1 — cosamu) (cosamu — 
21. 1 


- sincoamu) 








sin’amu sin coam 4 
für jeden der m(m-+1) Werthe von u: 
Zik, Gik, 
2zm+l ° 2m+i 
2ik, +4k 2ik, +4k 
22. 2m m - 2m+l ‚ ( 


2ik, + dm 


+4 9 2ik, Am 
mtl >” 


2m+1l ’ ( 





und eben so für jeden der m(m— 1) Werthe von u: 








Zik, Gik, 
| 2m—|1 e 2m —1 ’ 
2ik, #4k i er 
23. zm — 1 ’ 3 


2m—1 2 


2ih, + PORUE D% 
2m—|1 


Zi, + PER NN 
2m—|1 





er 





verschwindet 


Gleichungen bestehen: 
Crelle’s Journal f, d. M. Bd. XXXVIIL Heft 4. 


‚, &@m-—3)' 


‚ da für diese Werthe von u, wenn man v = mu setzt 


dm-Dik, 
2m+1l ’ 
2ik, #4% 


2m— u 2m+l ’ 


sch, Pe! 
zm—1)7; mtl 


(dm — 6)ik, 
BE u 


2ik, + ei 1% 
ET 





‚ folgende 


48 
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sin’am v = +sın’am mu, 


sın’am2v = -+-sın’amu, 


cosam2v — cosamıu, 
sincoam 2v = + sincoamu. 
Derselbe Ausdruck 21) verschwindet ausserdem, wenn zn ungerade ist, für u=A. 

Es versteht sich von selbst, dass man zu jedem dieser Werthe noch ein 
beliebiges Vielfache des Index hinzufügen kann, um welchen die Functionen: 

cosamıu sin coam u 
zugleich periodisch sınd, also: 
AHk=A4:!H,k,, 
wo H und A, beliebige ganze Zahlen sind. 

Führt man in den Ausdruck 17) die Formeln 13) ein, so erhält man 
rationale Functionen von s und c, deren Zähler, je nachdem m gerade oder un- 
gerade ist, die Form haben: 

N, — sl —e)(c+s)$,, und 
24. (1—c)(c+s)S,— sN; 


Es lässt sich sogleich algebraisch nachweisen, dass und wie der letztere 


ın® 


dieser beiden Ausdrücke durch c ohne Rest getheilt werden kann. Zu dem 
Ende setze man n = 2h-+ 1 und benutze die identische Gleichung 
1 — c)let+ 5) Sıarı — sNy+ı 


c 








N; +1 — Syı+1 
—= (l—c—s)Sy,.1— s.C- pr} =. 


Dieselbe lehrt, dass jene Eigenschaft Statt findet, sobald 


Narr — Sy+1 
2 


„2 
durch e ohne Rest theilbar ist. Nun liefern die Formeln 14), für ein gerades 
und ein ungerades h respective folgende: 


N 2 +1 } Sy no u n 2 ‘ 6 
aan „2 C2 2 2 2 2 
a Nas) — Ss) SEI, und 











C 


Nyzı u S24+1 gen Sa 1 





(MS) HC — 5?) S, Sr 5 


c? c? 


woraus man sofort sieht, dass 





> r2 2 
Mash N — h 


et der 5 
C c 











RENT NEN 2, 2 
a an Ve 
RB SERE F ee 
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. 


ganze Functionen sind. Für h=1, undhA=3, findet aber, weil 


N?— Si 
— = 0 , und 
N} er S3 


a =sl-’rHs)A--S)\1+0—), 
ist, diese Eigenschaft Statt: also gilt sie allgemein, 
Hienach sind die Ausdrücke 
25. N2—s(l—e)(c+s)$S,, und 
u EEE IT 


C ’ 





je nachdem m gerade oder ungerade ist, ganze rationale Functionen von e und 
s, welche, wie man aus dem oben angeführten Grade der Functionen S und N 
sieht, sowohl in Bezug auf e, als in Bezug auf s, vom m’ten Grade sind. Die 
gleichen Eigenschaften besitzen die Ausdrücke: 


25‘. N, +s(L— c)(ce—s)$,, und 
2: -: Sue 


c , 
welche aus den vorigen dadurch entstehen, dass man das Zeichen von s ändert. 


Nach dem Vorigen müssen die Ausdrücke 25) und 26) verschwinden, 
wenn man 


ce = cosamu und s = sıncoamu, 
setzt, wo u ein beliebiger von den 2m’ Werthen 19) und 20) ist. Eben so ver- 


schwinden die Ausdrücke 25° und 26° für diese Werthe von ce und s, wenn x ein 


beliebiger der 2m’ Werthe 22und 23 ıst. Multiplicirt man daher die Ausdrücke 


25) und 25‘), wenn zn gerade ist und 
26) und 26), wenn m ungerade ist, 


und formt die Producte durch Einführung der Formel 

R c 

_— Free 
in eine in Bezug auf e rationale Function um, so kommen alle verschiedenen 
Werthe von e, für welche diese Producte verschwinden, auf c=cos am u zurück: 
wo für z einer der 4 m? Werthe aus 19) 20) 22) 23) gesetzt werden kann. Die 
Zähler dieser Producte sind aber, wie man sich leicht überzeugt, vom Grade 4m? 
in Bezug auf c; daher sind jene 4m’ verschiedenen cosam die Wurzeln der 
Gleichung, welche man dadurch erhält, dass man diese Zähler gleich O setzt. 


Ich bezeichne diese Gleichung der Kürze wegen durch 


Syn =. 
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Bildet man dieselben Gleichungen für 2zn —1, so erhält man 
ey 
als eine Gleichung vom A(m—1)’ten Grade in Bezug auf c, welche mit der 
vorigen die Wurzeln e = cosamu gemein hat; wo wz einer der Zm(m—]1) 
Werthe 20) und 23) ist. Dieselben stimmen mit den 2mm(m — 1) ırrationalen 
Werthen der Tafel2 überein, wenn man daselbst nm —1 statt m setzt; die übrig 
bleibenden Wurzeln der Gleichung &,,,, = ® sind die Z2n(m+-1) rationalen 
\Verthe der Tafel 2 selbst, und die übrig bleibenden Wurzeln der Gleichung 
> A 7 
stimmen mit den 2(m—1)(m—2) irrationalen Werthen überein, welche man 
aus 2) erhält, wenn man statt rn, m—? setzt. 
Nach dem Vorigen haben die Ausdrücke 
; und u 
einen gemeinschaftlichen Factor, welcher, gleich 0 gesetzt, die Gleichung vom 


2k 
2m(m—1) Grade giebt, deren eine Wurzel cosam — 5m _1 ist. Der dann übrig 





bleibende Factor von Iy,,1, gleich O gesetzt, giebt die Gleichung vom 2 an(m-++-1)ten 


G | W | BR 
‚rade, deren urze cosamz st. 


Jede dieser Gleichungen lässt sich aber nach dem Vorigen in zwei Fac- 
toren zerlegen, welche in Bezug auf s und c rational sind, und in einander 
dadurch übergehen, dass man das Zeichen von s ändert. Sy. wird 


nämlich in die Factoren 25 und 25° und 26 und 26° zerlegt, je nach- 








dem zm gerade oder ungerade ist. Eben so zerlegt man I, , respective in 
die Factoren 
- (l — - c)(e+s)Sı. -1 $ N am (1 — e) (ec =” s)Sn-ı +sN,-ı 
le ’ 27 = ’ 
c c 
28. — s(l a c) (c +s ;) 7 ın—1? ® u S (1 —c) (c Kai s)S, m—1° 


Aus dem ni Be schliesse ich, dass der Ausdruck 25) einen in Bezug 
auf s und e rationalen Factor vom 3 m{rn — 1) ten Grade mit dem Producte der 
Ausdrücke 27 und 27° gemein haben muss; und eben so der Ausdruck 25°. Nun 
kann aber der Ausdruck 25 keinen Factor mit 27° gemein haben, welcher für 
dieselben m(m — 1) er je zwei Werthe 

s = sıncoamu und ce = cosamu, 


wo z einer der zn(m — 1) Werthe 19) ist, verschwindet, weil 27° dafür nicht 


verschwindet: also müssen die Ausdrücke 25) und 27) einen gemeinschaftlichen 
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Factor vom Grade Zrn(m—l) in Bezug auf s und c gemein haben. Dasselbe gilt 
von den Ausdrücken 26) und 28). Hat man durch diesen Factor die Aus- 
drücke 25) oder 26) dividirt, so erhält man, dadurch dass man den Quotienten 


— 0 setzt, eine Bedingungsgleichung zwischen 


2k ' , 2k 
rg 1 sın coam:  # 
cosamz, gy und ıncoamz5,, +] 


Sie ist, wenn 2n +1 eine Primzahl ist, zugleich die einfachste gesuchte Bedin- 


gungsgleichung für das 2rn + 1Eck. 


Ebenso otebt der = 0 gesetzte gemeinschaftliche Factor eine Bedingungs- 
gleichung zwischen 


2k 2% 
cosam 5, _1 und sıncoamy, _]' 


Wäre man statt von dem Ausdruck 17), von dem durch Vertauschung 


von cosamz mit sıncoamz entstehenden analogen Ausdruck 


| cos’ coammu (1 — sincoamu)(sin coam u + cosamu) 
7.008? coam u cosam u j 





ausgegangen, so würde man zu eben solchen Gleichungen gelangt sein und 
daraus den Schluss ziehen, dass letztere in Bezug auf s und c symmetrisch sind. 
Nach allen diesen Betrachtungen gelangt man zur folgenden ganz be- 
stimmten Methode, um die Bedingungsgleichungen für das 4» + 3Eck und 
4h-+-1Eck zu erhalten. 
Man stelle die Ausdrücke auf: 


(1—ec)(c+s) Sr — s N4H1 
c 


Na — s(1l—c)(ce + s) S5,, 
und bestimme darin die Grössen $S und N mit Hülfe der Formeln 14), der 
Reihe nach für 
h=60 ö h=]1 2 hun. zu.) Ri 
Die sich ergebenden Ausdrücke seien der Reihe nach 


rp‘ pn nm pp 4 Al 
2; F) T. F} RE ER 1 fi 


und 





5 A+l 9 4h+3 3 
Man setze die Quotienten 
T; T, I, Tırrı Tr +3 
L + Ps ut u p — Pr.» Pır-ı — Pak ’ Pal — Pah+3 
so ıst, falls A-+1 eine Primzahl ist, 
Parrı — V 


die für das Ah-+-1Eck, und falls Ah-+3 eine Primzahl ist, 


Par — 0 











0) Wi 
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die für das 4h-+3Eck geltende Bedingungsgleichung, wenn man 


r r 


"TR-a ’ °TRra’ 
setzt. Die resultirende Gleichung ist stets in Bezug auf s und c symme- 
trisch und vom Grade 53 n(m-+1) für das 2n + 1Eck und geht daher, durch 


(s c) mf(m-+-l) 
R 


he ae ‚R a B 
dividirt, in eine in Bezug auf und „ ganze Function über. 


r 
Die oben vorkommenden Divisionen werden am einfachsten dadurch 


ausgeführt, dass man den Divisor und Dividend, da sie beide symmetrische 


Functionen von s und e sind, durch 
stc=oc0o SC=EX 
ausdrückt und nach Potenzen von ordnet. 


Ich werde das Vorige durch einige Beispiele erläutern, welche sich auf 
das Dreieck, Fünfeck, und Sıebeneck beziehen. 


Für das Dreieck 
A—-e+)S—sN 


Ist: 1, TE und 
S, —cC , N, = s 
folglich T=1-—s-—.c. 
Also ıst 1—co =0, 


die gesuchte Bedingungsgleichung für das Dreieck. 


Für das Fünfeck 


ist T,= N — s(1l—„)(c+s)$, 
Ss, = 2 / N, =1+s°—c; 
folglich T, = (1+s$’— CO) — As(l1—c)(c+#s). 


Nach Einführung von o und , ist 


T,= A—-o%+4l—b)or 


und hienach p = = — (1+Y(1—b) +4br; 
also ist die Bedingungsgleichung für das Fünfeck: 
(1+Ö)’(1—o)+4br=d. 
Sie lässt sich auch in der Form (1+0)(1—4-++4r)—4r=0 schreiben. 
Die erstere giebt die Bedingungsgleichung 
—a’+2 Kr) (R—a@—2Rr) +8Rr(R—a)=0; 


die letztere dieselbe in der Form 
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(R+a+2hr)k’— a’+2ra)(R— a? — 2ra) — 4 RR— a)’ —0. 
Für das Siebeneck 
” T A—ec)\(e+s)5—sN;3 


J Ce 


— (1-5 —.c)$— sc" 





Es ıst aber aus den frühern Formeln 
5 =4’—- 1+°—c) ,„ N=(lH—- N) —4(l— c)(1—c?) und 
M— Er j En 
Fuge —=s(1— ?— e)(1+5°— ce) 1—S+c}). 
Folglich erhält man 
T,; = (1—-s— ec) A — + — e)P—8sc1— ?—e?) 1+-— ce) I—s’+c”). 
Führt man hier die o und x ein, so erhält man: 
T= (1) +41 — Zr’ —8rt1— +20] [1 +47], 
woraus dann endlich die Bedingungsgleichung für das Siebeneck 


T, n 2. rn 
= = (1—6)'(1 +Öb)—4Aro(1—/?) (3— 64) — 1607’ == 0 


folgt. Dieselbe geht nach einigen Reductionen in folgende über: 
1—(c+s) I 1 —(— Ss’) —2(c+s))1— (cs? 11-2 —s?} = 0 
und giebt, durch e*s® dividirt, nach Einführung von A, a, r folgende: 
= [L(h’— a’) — 4 R?Rr) (Rh? — a’) — 16.R?a?r‘) 
— 4Rr[ (I —a’)— 4a’r?) | (R?— a?) — 2(R?+ a?) r?). 


p= 


Anmerkungsweise füge ich hinzu, dass, falls Ar-+1 oder 4h-+3 keine 


Primzahlen sind, die hier beschriebene Methode nicht die einfachsten Bedin- 





gungsgleichungen liefert. Man ist aber leicht im Stande, mit Hülfe der fol- 
genden Betrachtung die einfachsten Bedingungen für das 2a +1 Eck aus 
der Gleichung 3 3 
mit Hinzuziehung der Bedingungsgleichungen für diejenigen Vielecke, deren 
Seitenanzahl Factoren von 27n +1 sind, und umgekehrt, abzuleiten. 

Es sei nehmlich 2m+1l=p.:g, 
so muss der Ausdruck T7',,, ausser dem Factor p3„_, noch den Factor p, enthalten. 


Diese Behauptung lässt sich dadurch begründen, dass die Gleichung; 
sin’ammu (1—cosamu) (cosama + sincoamz) 








1 'sin’amu sincoam u =, 
' 2% 2% hd } 2% 
ausser durch — m — ‚ "h: le: na 
u mr und uv=,,_-7j ‚ auch durch: u= z 


befriedigt wird. 
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Als Beispiel diene die Bestimmung der Bedingungsgleichung für das 
” . 2. . . 
Neuneck, welche hienach = —( sein muss. In der That ist: 
3 7 


T, = N?— s1— c)(c+s)$, 
, 4 1— — c)(1+-5°—c) 1—°+c) 
N =41—- A) +’ ++ PL —e?)”. 
T, = 16s 1—e)(e + ss) — F— (AH — (—S+c}) 

— USA MAIS +++ PAIR. 
Dass dieser Ausdruck durch p; = 1—s—c theilbar ist, ergiebt sich durch die 
Umformung: 

T, = 16c s(1— s—ec) 1 — 11H — (1 — He” —PORS, 
worin der Kürze wegen 
P=2se1—+)—2s lH) HH P)I—- 8), 

O0 = 2sc 1—-’+c)-+2s 1—’+c)—(1+-°— ce) (1—5°—c?), 
R=2sc(1— +) +2s 1 HH) —(1+-— )(L-—-—c), 
SS = 2sc(1—-+N)+2s1— +) HH — )I—— ec). 


gesetzt ist, Es lassen sich aber P,Q,R,S noch weiter in Factoren zerlegen; nemlich: 


k 


Hieraus folgt: 7; 


\ 


P= -+(1—s—.c)[1—(s— ce)’ —(s— ce) (1 —(s+c))] , 
VO = —(1—s—.e) I—(s+ co)’ —(s+ec) 1—(s— e)’)] D 
R=— (14-1 CH +C+r9dA—C— N], 


$=+(1-+s+c|1—(s—ec)’+(s—c)(1—(s+c)”)]. 


i - . 
Man sieht hieraus, dass der Quotient 7,’ folgende Form übergeht: 
3 


T, > D) I\9 2 I\2 
= 16se 1 —— AH — ce) (1—S+c}) 


1454) --IA-6-I-- PAPA St) -CHA-6-07 
Derselbe lässt sich noch durch p, ohne Rest theilen und liefert dann 


T 
’ı. ’ T > 3c*L’ r » N > . Y > e - 
für das Neuneck dic Bedingungsgleichung u 0, 





welche sich auch, wie oben erwähnt, direct aus der Bedingungsgleichung für das Drei- 
eck mit Hülfe der Formeln für die Verdreifachung ableiten lässt, nehmlich folgender: 
HS NP -AA-H) AS + IE NA— 2) 
ste) 1— (s— ce) 73 —2 (HA) —(— CP) =0. 

Dieselbe geht nach Einführung von A,a,r in folgende über: 
(B-aR)\((R’-a”V-16 Rar??+16 Ra(R-a)’r'\|((R°-a°)’+16.Rar?)-16 Ralhta)?r‘) 
+2 [ir (Da? — 4a?r? 3 R’=a?)' —4(R’-a?)B’+ a?’)r’— 16 R’a’r') = 0. 

Königsberg den 24. März 1848. 


— ————— —  — 





Druck von J, Peisch in Berlin. 
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Buch R 
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‚f = 16c3% 
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P= 2sı 
O  — Psı 
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h = 2sı 
5 — > St 
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